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Chapitre 1

Rappels et compléments d’algebre
linéaire

1.1 Quelques définitions

Soit m et n deux entiers positifs et soit K un corps commutatif. Par la suite seuls les cas
K =R et K =C seront considérés, et les éléments de K seront de ce fait appelés scalaires.
Une matrice a m lignes et n colonnes est un ensemble de mn scalaires (dits éléments de la
matrice) indexés par les éléments du produit cartésien I x J avec [ :=[1,m] et J :==[1,n]:
a;; €K,1<i<m,1< j<n.Lesindices i et j sont dits, respectivement ligne et colonne
de a;;. En effet, on peut interpréter le couple d’'indices (i, j) comme les coordonnées de
I'élément a;; dans le tableau suivant :

a;g  dp ayn

ay 4y ary
A= .

An1 Amo .. Apun

Par la suite on utilisera la notation A = (a;;) pour indiquer que I'élément générique de la
matrice A est noté a;; (les intervalles I et J ne seront précisés si on peut les déduire du
contexte). La notation (A);; pourra également étre utilisée pour indiquer I'élément d’in-
dices (i, j). Pour tout 1 < i < m on définit le vecteur ligne i de A (noté A;.) comme suit :

Al-:::(ai1 ap ... am)eK”.

De maniére analogue, pour tout 1 < j < m on définit le vecteur colonne j de A (noté A.)
par
a, i

a .
A= 7 lekm.

A
On peut identifier chaque ligne i (resp. colonne j) de A avec le vecteur ligne A;. (resp.
vecteur colonne A.;) correspondant, et on parlera alors tout simplement de lignes et de
colonnes de A. Une matrice qui a autant de lignes que de colonnes est dite carrée. Les ma-
trices non carrées sont dites rectangulaires.



Définition 1.1 (Matrice triangulaire, strictement triangulaire et diagonale). Une matrice
A € C™" est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si, pour tout 1 < i,j < n,
(i >j = a;;= 0) (resp. (i <j=a;;= 0)). Si les inégalité strictes sont remplacées par des
inégalités simples, on parle alors de matrice strictement triangulaire supérieure (resp. infé-
rieure). Une matrice (strictement) triangulaire inférieure ou supérieure est dite (strictement)
triangulaire. La matrice A est dite diagonale sii # j = a;; =0. pour tout1< i, j < n.

Exercice 1.2 (Matrice triangulaire, strictement triangulaire et diagonale). Dire si les ma-
trices suivantes sont triangulaires, strictement triangulaires ou diagonales :

1 00 1 00 0 2 1
1 2 0, 02 0, 0 0 2
1 2 3 0 0 3 000

Définition 1.3 (Matrice de Hessenberg). Une matrice A € C"*" est dite de Hessenberg
supérieure sii > j+1 = a;; =0.

Par la suite nous omettrons d’indiquer les éléments nuls des matrices triangulaires,
diagonales ou de Hessenberg.

Définition 1.4 (Transposée et transconjuguée d'une matrice). Soit A = (a;;) € C™". On
définit la transposée et la transconjuguée (ou matrice adjointe) de A respectivement par

AT = (ajl-)E(Cn’m, AH = (E]l)ecn'm
Exemple 1.5 (Transposée et transconjuguée). On considere la matrice suivante :

A (2430 3+4i
“\145i 3+7i)°

Sa transposée et transconjuguée sont données, respectivement, par

AT (2430 1451 A 230 1-5i
“\3+4+4i 3+7i) “\3—4i 3-7i)°

Exercice 1.6 (Propriété de la transconjuguée). Vérifier que

(i) Pour toutes matrices A, B € C™™,
(A+ B)" = A" 4+ BH, (1.1)
(i) Pour tout scalaire a € C et toute matrice A C"™,
(@A) =aA".

Soient I, m, n € N,, A=(a;;) € C"™, B = (b;;) € C™!. On définit le produit matriciel
AB € C™! comme la matrice telle que

(AB);;=> awby  Vie[ln],Vje[L1].
k=1
Le produit matriciel est illustré dans la Figure
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FIGURE 1.1 - Produit matriciel. Figure adaptée de Alain Matthes, http://altermundus.
com/pages/examples.html
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Proposition 1.7 (Propriétés du produit matriciel). Le produit matriciel est (i) associatif, a
savoir, pour tout A, B, et C pour lesquelles les produits ont un sens, on a(AB)C = A(BC) =
ABC ; (ii) distributif par rapport a addition, a savoir, pour toutes matrices A, B, C pour
lesquelles l'écriture A(B+ C) aun sensona A(B+ C)=AB+ AC.

Il est important de retenir que le produit matriciel n'est pas commutatif.

Exercice 1.8 (Produit matriciel). Soient A€ R?? et B € R>3 définies comme suit :
2 3 1
AZZ(;’ ; ?), B=|7 3 2
8 1 2

40 12 11
AB_(ZS 16 9)'

Ona

Précisez si les produits BA et BAT sont définis et, si c'est le cas, les calculer.

Proposition 1.9 (Produit de deux matrices triangulaires). Soient A, B € R™" deux matrices
triangulaires inférieures (resp. supérieures). Alors, AB est triangulaire inférieure (resp. supé-
rieure).

Démonstration. On détaille la preuve pour le cas triangulaire inférieure, 1'autre cas pou-
vant se traiter de maniere analogue. Par définition nous avons

i<k =>a;=0)et(k<j=> b;=0)

Par conséquent,

n i n

i<j - (AB)”: E aikbkj: E Air bk] + E Ak bk]:() O
— - ~—~— — ~—~—
k=1 k=1 =0cark<i<j K=o cari<k

Exemple 1.10 (Produit de deux matrices triangulaires). On considere les deux matrices tri-
angulaires inférieures

1 8
A=|2 3 , B=|2 4
2 4 5 59 2
Ona
8
AB=|22 12
49 61 10

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 1.11 (Transposé et transconjugué d'un produit). Pour tout A€ C*™ et B €
C™! ona
(AB)Y =B"AY,  (AB)' =BTAT.



Exercice 1.12 (Transposé et transconjugué d’'un produit). Reprendre les matrices de I’Exer-
cice[l.8 et vérifier que(AB)" = BTA”.

Définition 1.13 (Matrice hermitienne et symétrique). Une matrice complexe A € C™" est
dite hermitienne si A” = A. Une matrice réelle A€ R™" est dite symétrique si AT = A.

Exemple 1.14 (Matrice hermitienne et symétrique). Les matrices suivantes sont, respecti-
vement, hermitienne et symétrique.

1 14§ 2+i 11 2
A=|1-i 2 3+i|, B=|1 2 3
2—i 3—i 3 2 33

Que peut-on dire des éléments diagonaux d'une matrice hermitienne?

Définition 1.15 (Matrice normale, unitaire et orthogonale). Soit A€ C™". On dit que A est
normale si AAT = A" A. Si, de plus, AA™ = A A =1, on dit que A est unitaire. Si A € R™",
on dit que A est orthogonale si AAT = ATA=1,.

Il est utile de rappeler que les produits scalaires canoniques sur R” et C" sont définis,
respectivement, par

X Yre=y"x, Vx,yeR",  (x,¥)eni=y"x, Vx,yeC"

Quand le contexte rende la notation non ambigué, nous allons omettre I'indice pour le
produit interne de R”.

Remarque 1.16 (Matrices unitaires et norme 2). La dénomination des matrices unitaires
se justifie par la remarque suivante. Soit||-||, la norme vectorielle sur C" définie par||x||5 :=
(x, X)cn = xH x. Alors, pour toute matrice unitaire U € C*" et tout vecteur x € C",

|Ux|;=(Ux,Ux)en =(Ux)"Ux=x"U"Ux=x"x=||x|l5,

a savoir, la multiplication par une matrice unitaire ne modifie pas la norme d’un vecteur.
Plus généralement, pour tout x, y € C", ona

Ux,Uy)en =U) Ux=y U Ux=y"x=(x,¥)cn,
a savoir, les matrices unitaires préservent le produit scalaire.
Exemple 1.17 (Matrice élémentaire unitaire). Soit w € C" tel que (w, w)c. = w? w=1. On
définit
A=1,—2ww". (1.2)

Une matrice de la forme (1.2) est dite élémentaire. On remarquera que A est hermitienne.
En effet, en utilisant (1.1) suivi par la Proposition|1.11), il vient

A" =1, —2ww™? = 1" —2(w" " w" = I, —2ww" = A.



On vérifie ensuite que A est unitaire. En effet,

ATA=(I,—2ww™) (1, —2ww™)

=(I,—2ww(I,—2ww™) A hermitienne
=1, —dww" +4(ww)(ww") Proposition[1.7, distributivité
=I,—4ww" +4w (w" w)w Proposition[I.7, associativité

=1
=I,—4ww"+4ww" =1,.

Définition 1.18 (Inverse d'une matrice). Soit A€ C™". On dit que A est inversible s'il existe
B eC™" telle que AB= BA=I,. B est dit inverse de la matrice A et elle est notée A™'.

On vérifie aisément que I'inverse d'une matrice, si elle existe, est unique. Pour s’en
convaincre, soit A € C™" une matrice inversible et B, C € C" deux matrices telles que
AB=BA=AC=CA=1,.De parla Proposition|(l.7/on a

AB=BA — CAB=CBA = (CA) B=C(BA) = [,B=CI, = B=C.
Par définition, en outre, toute matrice A€ C™" (resp. A€ R™") unitaire (resp. orthogonale)
est inversible avec A™! = A¥ (resp. A = AT).
Il est utile de considérer l'inverse de la transposée d'une matrice inversible. On a, par
définition,
L=(AT)'AT < I"=[(A")'AT]" < I,=A[AT)"] =447,

a savoir (A7) =(AT)™. Cette remarque suggere la définition suivante.

Définition 1.19 (Inverse transposée). Soit A€ C™" inversible. On définit la matriceinverse
transposée de A par A~T .= (AT = (A7)

Proposition 1.20 (Inverse d'un produit). Pour tout A, B € C™" inversibles telles que AB est

inversible on a
(AB)'=B'A"".

Démonstration. On a que
(B'AYAB)=B Y(A'AB=B"'I,B=B'B=1,

ol nous avons utilisé I'associativité du produit matriciel (voir Proposition|1.7) dans la pre-
miere égalité. D’autre part, en procédant de facon similaire, on a que

(AB)B'A™)=ABB A =AL,LA" =AA =1,

La conclusion s’ensuit par Définition de I'inverse. O



1.2 Valeurs et vecteurs propres, rayon spectral déterminant

Définition 1.21 (Valeurs et vecteurs propres). Soit A€ C™". Un scalaire A € C est dit valeur
propre de A s'il existe un vecteur x € C" non nul tel que

Ax =Ax.

On dit dans ce cas que x € C" est un vecteur propre associé a la valeur propre A. Lensemble
des valeurs propres d’'une matrice A, noté Sp(A), est dit spectre de A.

Les valeurs propres sont par définition les solutions de I'équation caractéristique
pa(A) :=det(A—AIL,)=0.

Comme p, est un polyndme de degré n, il admet précisément n racines complexes (non
nécessairement distinctes).

Proposition 1.22 (Valeurs propres de 'inverse d’'une matrice). Pour toute matrice A€ C™"
inversible on a
AeSp(A) <= A eSp(A™). (1.3)

Démonstration. On verra plus loin (Théoreme|1.33) que I'inversibilité de A implique que
toutes ses valeurs propres sont non nulles. Comme A € Sp(A), il existe x € C" non nul tel
que

Ax=Ax < x=A"Ax=2A"1x < A lx=A'x,

ce qui prouve que A~! € Sp(A™1). O

Définition 1.23 (Matrice HDP et SDP). Une matrice A€ C™" est HDP si elle est hermitienne
et définie positive, a savoir,

(Ax,X)cn >0 VxeC"\{0eC"}.
Une matrice A€ R™" est SDP si elle est symétrique et définie positive.

Remarque 1.24 (Matrices définies positives non symétrique). Considérons, par simplicité,
le cas de matrices réelles. On peut se poser la question s'il existe des matrices définies positives
et non symétriques. Soit A€ R™". On commence par remarquer que l'on peut décomposer A
en la somme d’'une partie symétrique A et une anti-symétrique Ag,

1 1
A=3 (A+A")+ > (A—A"):= A+ A,
Par définition de matrice définie positive on a pour tout x e R", x #£0,

0<(Ax,x)=(Ax, x)+ (A X, X). (1.4)

Ona
(A, x)=x"Agx = (x"Aex)" = xTAL x =—x T Ax = (A x, x),



ol nous avons utilisé, respectivement, la définition du produit scalaire de R", le fait que
la transposée d’'un scalaire est le scalaire méme, la Proposition deux fois, le fait que
Ay = —AL (car Ay est antisymétrique), et encore une fois la définition du produit scalaire
de R". Ceci montre que (A x, x) = 0, a savoir, la partie anti-symétrique d'une matrice ne
contribue pas a son caractere défini positif. De plus, on peut déduire de qu'une matrice
est positive définie si et seulement si sa partie symétrique l'est.

Exemple 1.25 (Matrice définie positive non symétrique). On considere la matrice A € R*>?

suivante
1 1
A_(_l 1).

Vérifier que A est définie positive et montrer que Sp(A) = {1—i,1+i}. Cet exercise montre, au
passage, qu'une matrice définie positive mais non symétrique n'a pas forcement des valeurs
propres réelles positives.

Proposition 1.26 (Valeurs propres d'une matrice HDP/SDP). Soit A€ C™" (resp. Ac R™")
une matrice HDP (resp. SDP). Alors, toutes les valeurs propres de A sont réelles et strictement
positives.

Démonstration. On détaille la preuve uniquement pour le cas HDP, I'autre étant similaire.
Soit A une valeur propre de A et x € C" \ {0 € C"} un vecteur propre associé. Alors,
xHAx

szkx:R:axHAx:Axsz/lllxllg=>?L=W€R:. ]
X1z

Nous admettrons le résultat suivant.

Proposition 1.27 (Valeurs propres d'une matrice triangulaire). Les valeurs propres d'une
matrice triangulaire sont ses éléments diagonaux.

Définition 1.28 (Rayon spectral). Soit A € C™". On définit sonrayon spectral comme le plus
grande module de ses valeurs propres, a savoir,

p(A):= T AL

Le rayon spectral n’est pas une norme matricielle (voir Section|1.5), car on peut avoir
p(A)=0 sans que A soit nulle (il suffit de prendre une matrice triangulaire non nulle avec
diagonale nulle pour s’en convaincre).

Définition 1.29 (Déterminant). Soit A€ C™". Le déterminant de A est donné par
det(A):= [ | .
2€Sp(A)

Le déterminant d'une matrice permet de décider de son inversibilité. Plus précisément,
une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. De par la Propo-
sition|1.22|on a, en outre, que

det(A™) l_[ l_[ det

A€Sp(A-1) AeSp(A




1.3 Noyau et image d’'une matrice
Soit A R™" et 6, le sous-espace vectoriel de R” engendré par ses colonnes,
Ga:=span(A.j)i<j<n-
L'image de A est le sous-espace vectoriel de R” défini par
range(A):={Ax : xeR"}cR™.
Le noyau de A est la préimage du vecteur nul de R™ par I'application linéaire associée a A,
ker(A):={xeR" : Ax=0cR"}eR".
Proposition 1.30 (Image d’'une matrice). On a 6, =range(A).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le résultat de la multiplication (a droite) d'une
matrice A € R™” par un vecteur x € R” est la combinaison linéaire des colonnes de la
matrice avec coefficients donnés par les composantes de x,

((Ax)izzfxijxj Vie[[l,m]]) = Ax=) Ajx;. O

j=1 j=1

Définition 1.31 (Rang d’'une matrice). On définitlerang d'une matricecomme la dimension
de son image,
rank(A) := dim(range(A)).

Proposition 1.32 (Propriétés du rang d'une matrice). Soit A€ R"™". Nous avonsrank(A) =
rank(AT) et
rank(A) + dim(ker(A)) = n.

Le résultat suivant, que I’on admettra, établit un lien entre le déterminant, le rang, et le
noyau d'une matrice et son inversibilité.

Théoreme 1.33 (Caractérisation des matrices inversibles). Soit A € R™". Les propriétés
suivantes sont équivalentes : (i) A est inversible; (ii) det(A) # 0; (iii) ker(A) = {0 € R"};

(iv) rank(A) = n; (v) les colonnes et les lignes de A sont linéairement indépendantes.

Les résultats de cette section s’étendent sans difficulté au cas de matrices complexes.

1.4 Décompositions d'une matrice

Il est souvent utile de décomposer une matrice en un produit de matrices ayant des
propriétés favorables. Dans cette section nous allons rappeler quelques décompositions
importantes dans les applications numériques.
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1.4.1 Matrices diagonalisables

Définition 1.34 (Matrice diagonalisable). Une matrice A€ C™" est diagonalisable s’ existe
une matrice Q € C™" inversible telle que A= Q' AQ avec A € C"" matrice diagonale.

Proposition 1.35 (Valeurs et vecteurs propres d'une matrice diagonalisable). Soit A€ C™"
une matrice diagonalisable. Alors, en reprenant la notation de la Définition[1.34, A contient
les valeurs propres de A et les colonnes de Q™! sont des vecteurs propres associés.

Démonstration. En multipliant a droite par Q! la relation A = Q7'AQ on obtient AQ! =
Q7'A, ou, de facon équivalente,

AQ;1 =Q7'A,;= AJQ;l Vi<j<n,
ol nous avons noté Q;l la j-eéme colonne de Q7' et A; =(A);;. O
La Proposition suggere le résultat suivant, que nous admettrons.

Théoreme 1.36 (Caractérisation d’'une matrice diagonalisable). Une matrice A€ C™" (resp.
A € R™") est diagonalisable si et seulement si on peut construire une base de C" (resp. R")
formée de vecteurs propres de A.

Dans certains cas, on peut prouver des propriétés additionnelles pour la matrice Q qui
apparait dans la Définition Un exemple a retenir est donné dans le lemme suivant,
qui affirme que les matrices normales sont les seules matrices unitairement semblables a
des matrices diagonales.

Lemme 1.37 (Diagonalisation d'une matrice normale). La matrice A€ C™" est normale (c.-
a-d., AA" = AH A) si et seulement s'il existe une matrice unitaire U € C*" (c.-a-d., UUH =
UHU =1,) telle que

U'AU = U" AU = A :=diag(2,,...,A,),

avec Ay, ..., A, € C valeurs propres de A.

1.4.2 Décomposition de Schur

Pour une matrice générique, on peut prouver uniquement qu’elle est unitairement
semblable a une matrice triangulaire, comme 'affirme le résultat suivant.

Théoreme 1.38 (Décomposition de Schur (DS)). Pour toute A€ C™" il existe U € C™" uni-
taire telle que

A’l b12 U bln
A b
U™ AU = U" AU = S
An

Ol Ay, ..., A, € C sont les valeurs propres de A.

11



On pourraremarquer que, si T et une matrice carrée triangulaire supérieure, sa décom-
position de Schur s’obtient en posant U = I,,. Ceci implique, en particulier, que les valeurs
propres de T sont ses éléments diagonaux. Ce résultat s’applique également aux matrices
triangulaires inférieures.

Le corollaire suivant montre une autre conséquence importante de la DS, a savoir, toute
matrice hermitienne est diagonalisable.

Corollaire 1.39 (Valeurs propres et DS des matrices complexes hermitienne et réelles sy-
métriques). Si la matrice A € C™" est hermitienne, T est diagonale, A; € R pour tout
1 <i < n, et les colonnes de U (ou, de maniére équivalente, les lignes de U = U™!) sont
des vecteurs propres de A.

D’'une méme maniere, si la matrice A€ R™" est symétrique, T est diagonale, A; € R pour
tout1 < i < n, U est a valeurs réelles et orthogonale, et ses colonnes (ou, de maniére équi-
valent, les lignes de U™ = U™!) sont des vecteurs propres de A.

Démonstration. On se limite a prouver le premier point. Comme A est hermitienne on a
T =AU =U"A"U =U"AU =T,

ce qui implique T =diag(A,,...,4,) et, pourtout 1 <i < n, A; =1, < J(1,)=0 < A, €
R. Pour prouver que les lignes de U sont des vecteurs propres on procede comme dans la
preuve de la Proposition en observant que U =U". O

1.4.3 Décomposition en valeurs singulieres

Toute matrice A € C"™" peut étre transformée en une matrice diagonale rectangulaire
al'aide de deux matrices unitaires.

Théoreme 1.40 (Décomposition en valeurs singulieres (DVS)). Pour toute A€ C™" il existe
deux matrices unitaires U € C™™ et V € C*" telles que

U"AV =¥ =diag(o),...0,)€R™"  p:=min(m,n).

Les réels 0 < 0, < ... < 0, sont dits valeurs singulieres de A. Si, de plus, A € R™", on a
UeR™™ et V eR™ et on peut écrire UT AV =X.

Proposition 1.41 (Caractérisation des valeurs singulieres). Soit A€ C*". On a

Démonstration. On a
Y =(UPAVFUR AV = VI AR URUAV = VAT AV = VAR AV

ounous avons utilisé le fait que U et V sont unitaires pour conclure UU = I, et V1 =V,
La matrice diagonale XY contient les valeurs propres de A” A et les colonnes de V des
vecteurs propres correspondants. Pour s’en convaincre, il suffit de procéder comme dans
la preuve de la Proposition Comme X7 = diag(o?(A))1<i<n et 0;(A) > 0 pour tout
1<i<n,onadonc

Li(ATA) =0 (Af < 0,(A)= /L (AHA). O
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Corollaire 1.42 (Valeurs singulieres et rayon spectral d'une matrice hermitienne). Si A €
C™" est une matrice hermitienne, on a

0(A)=vA(AF=|2,(4),  p(A)=maxc,(A)=]All.

Démonstration. Comme A est hermitienne on a A” A= A2. Or, soit A une valeur propre de
A et x € C" un vecteur propre associé. Alors

Ax=2Ax = AAx =AAx =A%x,

a savoir, A;(A" A) = A;(A?) = A;(A)? = g;(A)? pour tout 1 < i < n. Par la Définition de
rayon spectrale, on a de plus

max o;(A)= max |Ai(A)l = p(A).

1<i<n

La conclusion s’ensuit de la Proposition plus bas. O

1.5 Normes matricielles

Définition 1.43 (Norme matricielle). Soit K un corps commutatif. Une norme matricielle
sur K™" est une application ||-|| de K™" dansR telle que, pour tout Ac K™",

(i) ||A]|>0siA#0 et||A]| =0 si et seulement siA=0e€ K™";
(i) ||aA|l =|al||Al| pour touta e K ;
(iii) ||A+ B|| <||A|| +||B|| pour tout B K™".

La derniere propriété est connue sous le nom d'inégalité triangulaire.

Remarque 1.44 (Norme sous-multiplicative). Afin d’identifier des normes matricielles d’in-
térét pratique, on ajoute souvent la propriété suivante : pour toutes matrices A € K™" et
BeK™",

IABI| <[lA[ll|BI|.

Une norme matricielle qui satisfait cette propriété s'appelle sous-multiplicative. On verra
dans la Proposition[1.49 que les normes subordonnées définies plus bas sont sous-multiplicatives.

Dans le reste de cette section nous allons supposer A € R™" sans nécessairement le
préciser a chaque fois.

Définition 1.45 (Norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle). Soit ||-|| une
norme vectorielle surR". On définit lanorme matricielle subordonné a la norme vectorielle

Il par
l[Ax]|

x€Rn, x#£0 ”x” .

YAeR™", |A]| ==
Remarque 1.46 (Définitions alternatives d’'une norme subordonnée). Soit ||-|| une norme
vectorielle sur R". La norme matricielle subordonnée a ||-|| vérifie pour tout Ac R™",

lAll=sup [[Ax|][= sup [lAx].

xeRn, || x||=1 xeRn, || x||<1
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Des normes matricielles particulierement importantes sont les normes p subordon-
nées aux normes vectorielles définies par

1
n P
VxeR", |lxll,:= (Zw) : (1.5)
i=1
avec p €N, et
1% lloo := max|x;]. (1.6)
1<i<n

Cette définition s’étend a p réel > 1, mais les valeurs entiéres de p sont les plus souvent
utilisées en pratique.

Proposition 1.47 (Norme d'un produit matrice-vecteur). Soit ||| une norme matricielle
subordonnée a la norme vectorielle ||-||. Alors pour toute matrice A € R™" et tout vecteur
x €R”,

lAx|l < lAllllx]l.
Démonstration. Si x =0€R", le résultat est trivial. Si x # 0 €R", on a par définition
Ayl _ lIAx]l
Al = —— =z,
vern,y0 lyIF— Il
ol la deuxieme inégalité vient de la définition de supremum. O
Proposition 1.48 (Normes 1, 2 et 00). Ona
IAll, = |A"[l, = max o;(A), (1.7
1<i<n
n
Il = max >l (1.8)
n
IAlloo = pmex > lay| (1.9)
]:

Démonstration. Soit A€ R™".

1) Preuve de (I.7). On commence par remarquer que la matrice AT A est symétrique.
De par le Corollaire il existe une matrice orthogonale U € R™" telle que UATAU T =
A = diag(A,(ATA),...,A,(ATA)) ol on a noté A;(ATA) > 0,1 < i < n, les valeurs propres

de AT A (le fait que ces valeurs propres soient non négatives est une conséquence de la
Proposition|[L.41). Nous avons alors que

lAll,= sup [lAx], Définition [L.45]
xR, ||x|[=1
= sup VxTATAx Eq. (L5
x€RN, || x|l,=1
= sup VxTUTAUx ATA=UTAU

x€R7, [|x|lp=1

= sup 4 yTAy y=Ux

YER IUT yllp=1

= sup VyTAy Remarque|[I.16]
YER™ [[yll2=1

=max y/ A;(ATA)=max o ;(A), Proposition|l1.41
1<i<n 1<i<n
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ce qui prouve le premier point.
2) Preuvede (1.8). Pour tout x € R” on a que

||Ax||l-z Za,,x, sZZm”nx |—Z|x |(Z|a,]|) (gjggmm)uxnl.

i=1 j=
Par conséquent,

n
= < ..
Al = sup |lAx], _g]g;m,ﬂ. (1.10)

xeRn, ||x]l;=1

Soit maintenant j I'indice qui réalise le maximum a droite de I’expression précédente, de

telle sorte a avoir :
Z|a1]| - 1< <nZ|az]|

En choissant & € R" tel que £; =1 et £; =0 pour tout j # j,onalx];=1et

VTS Zal]x anla,jl—glgxzml,l (1.11)
j=1 i=1

i=1
En combinant (1.1I0) et (I.TI) nous avons que

n n
max > |a;;|=||A%l, < sup [lAxll, =I|All, < max > |ay,
1<j<n Py 1<j<n P

x€R7, ||x[);=1

ce qui prouve (1.8).
3) Preuvede (1.9). Pour tout x € R” on a que

n

|[Ax||oo = max Za,]x]
1<i<n j—

< mamel,nx |
1<i<n

) 1] l] o
< max maxlxl Ia | |6l |l
1<i<n | 1<j<n 1Sien

(Justifier soigneusement les passages a la deuxieme et a la troisieme ligne.) Par conséquent,

x€RM, [|x]loo=1

n
= < ..
Al = _sup _ 1Axlloo < max D la|. (1.12)
]:

Notons 7 I'indice qui réalise le maximum dans I'expression précédente, et considérons le
vecteur X € R" tel que, pour tout1< j <n, X; =1sia;; >0, X; =—1 sinon. On a clairement
[X]lco =1et

n
A%l =m Zal,, = lag| (1.13)
j=1
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L'équation (I.13) demande une justification détaillée. Définissons les ensembles suivants :
n n
ﬂ:: Za”x] ISlSn , %:: Zla”llSlsn
j=1 j=1

On démontre aisément que pour tout a € .¢/, il existe f € 2B tel que a < 3. En effet, si i est
telque a = ‘Z}; a;;x; ', il suffit de prendre 8 = 27:1 |la; ;| et d'utiliser I'inégalité triangulaire

avec le fait que |X;| =1 pour tout 1 < j < n. De plus, par définition de i,onaque

n n
j=1 j=1

ol nous avons utilisé le fait que tous les termes de la somme sont positif dans la troisieme
égalité. En combinant les résultats précédents on déduit (I.13). Enfin, la rélation (1.9) s’en-
suit en combinant (I.12) et (I.I3) comme dans le point 2) de cette preuve. O

n
[a’e%ﬂ j_ll 1j

Proposition 1.49 (Propriétés des normes subordonnées). Soit ||| une norme matricielle
subordonnée sur R™". Alors,
(i) pour toute matrice A R™" il existe x, € R" \ {0} tel que ||Al| = ||Axall /|| xall ;
(ii) en notant I,, la matrice identité de taille n, on a||L,|| = 1;
(iii) pour toutes matrices A, B€R™", ||AB|| <||Al| ||B]|.

Démonstration. (i) La fonction ||Ax|| définie sur R” et a valeurs réelles est par défini-
tion continue car ||Ax|| < ||A]|||x]||. Par conséquent, elle atteint son maximum sur le
compact || x|| =1.

(i) On a par définition ||I,,|| = supcgn, =1 11 X1 = 1.

(iii) On peut écrire :

|IABx|| AIlllBx]|
sup ————=

IAB||= sup ———< 1Al
xeRn, x#0 ||X|| x€R”,x#0 ||X|| xeR”,x#0 ||X||

1Bx|l
=1AlllIBII,

oll nous avons utilisé la Proposition dans I'inégalité, sortie ||A|| du sup dans le
troisiéme passage, et utilisé a nouveau la Définition de norme matricielle subor-
donnée pour conclure.

O

On amdettra le résultat suivant qui relie le rayon spectral avec les normes matricielles
subordonnées.

Lemme 1.50 (Rayon spectral et normes subordonnées). On a les résultats suivants :
(i) Soit||-|| une norme matricielle subordonnée. Alors, pour toute matrice Ac R™", p(A) <
ALl ;
(ii) Pour toute matrice A et tout réel € > 0, il existe une norme subordonnée ||| telle que

Al < p(A) +e.
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1.6 Exercices

Exercice 1.51 (Matrice SDP). Soit A = (a;;) € R™" une matrice SDR Prouver que a; > 0
pour toutl <k <n.

Comme A est SDP, on a pour tout x e R” \ {0 e R"}
xTAx =(Ax, X)g. > 0.

En prénant x = e* avec e* k-éme vecteur de la base canonique de R” tel que el" =0, pour
tout 1 <[ < n, nous avons

n n
k Lk k k k
0<(Ae”,e“)gn= E e, E a;je; = E e; ajx = Ay,
i=1  j=1 i=1
qui est le résultat cherché.

Exercice 1.52 (Matrice antisymétrique). Soit A € R™" une matrice antisymétrique, a savoir
AT =—A. On pose
B:t = In :l: A,

On supposera B_ inversible. (i) Vérifier que B, est inversible et identifier son inverse. (ii) Vé-
rifier que B_ est normale. (iii) Montrer que la matrice C := B, B~! est orthogonale, a savoir,
B7'=BT.

— +

(i) Comme A est antisymétrique on a
B'=(1,-A)"=1,—A"=1,+A=B,.
Par conséquent
I,=B"'B. = 1,=1'=(B"'B)'=B'"B"=B,B",

Partant de I, = B_B~! et procédant de facon similaire, on obtient que I, = BT B,. Par
définition de matrice inversible (voir la Définition[1.18), ceci montre que B, est inversible
avec

B'=B"". (1.14)

(ii) Un calcul direct montre que
B"B.=B.B =1,—A* B B'"=B_B,=1I,—A%

ce qui prouve que B_ est normale car nous avons B B_= B_B”. Comme B_ est inversible,
nous avons, de plus,

B'BT=BI'B)y'=B.B)'=BTB" (1.15)

(iii) On a
cc’"=B,B")B.B")' =B,B"'B"B/ =B,B""B~'B/, (1.16)
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ol nous avons utilisé la Proposition dans la deuxieme égalité et (I.I5) pour conclure.
Multipliant (I.14) a gauche par B, nous avons

B,B'=1I,. (1.17)

ye P T _ . . 7 . 2
Prenantl'inverse transposée de (L.14) on trouve B, = B_. Multipliant cette égalité a gauche
par B!, on trouve

B7'B/ =1,.

Tenant compte de (1.17) et (I.18) dans (I.16), on conclut
CC"=(B,B-")B'B])=1,1,=1,.

(1.18)

De fagon similaire on montre que C” C = I, (les détails sont laissé en exercice).

Exercice 1.53 (Matrice hermitienne et antihermitienne). Une matrice A € C*" est dite an-
tihermitienne si A" =—A. Montrer que
(i) leséléments diagonaux d’'une matrice hermitienne sont des réels, tandis que ceux d’'une
matrice antihermitienne sont des imaginaires purs;
(ii) montrer que, si une matrice triangulaire est hermitienne ou antihermitienne, elle est
diagonale.

(i) Si Aesthermitienneonaa;; =a;; pourtoutl <i < n,asavoir, 3(a;;)=0 = a;; €R.
Si A est antihermitienne, a;; = —a;; = R(a;;)=0pourtoutl <i < n.

(ii) Supposons A triangulaire supérieure (resp. inférieure). Si A est hermitienne ou an-
tihermitienne on a a;; =+0 = a;; =0 pour tout j > i (resp. i > j), a savoir, A est diago-
nale.

Exercice 1.54 (Matrices de Hilbert). La matrice de Hilbert H(n)=(h; ]-) eR™ d’ordren > 1
est la matrice carrée symétrique a valeurs réelles telle que

_ 1
Vi1
Montrer que H(n) est définie positive.

Pour tout 1 < i, j < n, on remarque que

1
1 o
hijj=———=| ¢/t dr. (1.19)
i+j—1 0

Soit maintenant x =(x;),<;<, € R” nonnul. On a

x"H(n)x :iixjhijxi

i=1 j=1

n n 1
=2 f (/) de 19
i=1 j=1J0

1 n n
[ (inﬂ—l)dt
o \j=1 i=1

1 n
:J w(t)*dt >0, w(t)::inti_1
0 i=1
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ol on a conclu grace au fait que, par hypothese, w n’est pas la fonction identiquement
nulle.

Exercice 1.55. Soient A, B € R™" deux matrices inversibles telles que A+ B est inversible.
Montrer que A™' + B! est inversible et qu'on a

(A'+B ') =B(A+B)'A=A(A+B)'B.

On observe que
A'+B ' =A"(1,+AB)=AT (B+A)B..

Or, A, B et A+ B étant inversibles, nous avons que
B(A+B) 'A=[A"'(B+A)B'] =(A+B,

ce qui prouve la premiere égalité. Pour prouver la deuxieme on procéde de maniere ana-
logue en factorisant A~! a droite et B~! a gauche.

Exercice 1.56 (Valeurs propres d'un polyndéme a variable matricielle). Soit A€ C™". Mon-
trer que, si P(A) := 21,2;0 c AF et Sp(A) est le spectre de A, on a Sp(P(A)) = P(Sp(A)).

Par la suite, I'opérateur diag est utilisé comme la commande Matlab correspondante. De
par le Théoreme (décomposition de Schur), il existe U € C™" unitaire telle que A =
UTU" avec T triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de A sur sa diagonale.
On peut exprimer ce dernier fait en écrivant (avec un petit abus de notation)

diag(T)=Sp(A). (1.20)

(i) On montre d’abord que
Sp(P(T))= P(Sp(A)), (1.21)

asavoir, les valeurs propres de la matrice P(T) sont de laforme P(A) avec A valeur propre de
A. En combinant la définition de T avec la Proposition|1.27|concernant les valeurs propres
d’une matrice triangulaire, nous avons

Sp(T) = Sp(A).

D’autre part, nous avons aussi que (justifier la troisieme égalité)

N N N N
P(A)=Y A" =D e (UTU" =D cUT U= U, THU" =UP(T)U".
k=0 k=0 k=0 k=0

Or, P(T)esttriangulaire supérieure car somme de matrices triangulaires supérieures (prou-
ver que T est triangulaire supérieure pour tout 0 < k < N), et

diag(diag(P(T))) = diag(P(diag(T))) = diag(P(Sp(A))),

ol nous avons utilisé (I.20) pour conclure. De par la Proposition [1.27, nous avons donc
que le spectre de P(T) coincide avec I'ensemble {P(A) : A € Sp(A)}, ce qui prouve (1.22).
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(ii) Pour conclure, il suffit de montrer que
Sp(P(T))=Sp(P(A)), (1.22)

c.-a-d., que les valeurs propres de P(T) coincident avec celles de P(A). En effet, en com-
binant (I.21) avec (1.22) on a immédiatement Sp(P(A)) = P(Sp(A)), qui est la conclusion
cherchée. Soit A € Sp(P(A)) une valeur propre de P(A) et x € C" \ {0 € C"} un vecteur
propre associé. Nous avons que

P(A)x=Ax = UP(T)U"x=Ax = P(TYU"x=2U"x,

ce qui montre que A € Sp(P(T)) et U x est un vecteur propre associé. Par conséquent,
Sp(P(A)) c Sp(P(T)). On prouve de maniere similaire que Sp(P(T)) C Sp(P(A)), ce qui conclut
'exercice.

Exercice 1.57 (Valeurs singulieres de I'inverse d'une matrice). Soit A< C™" inversible. Ex-
primer les valeurs singulieres de A™* en fonction de celles de A.

De par le Théoreme il existent deux matrices unitaires U, V € C™" telles que U7 AV =
Y. =diag(oy,...,0,) avec (0;),<;<, valeurs singuliéres de A. On a donc,

AV ' =2 = v 1A U =2 = VAU =%,

qui est la DVS de A™!. Par conséquent ! = diag(all, e Uin) contient les valeurs singuliéres
de A7

Exercice 1.58 (Inégalité de Kantorovitch). Soit A € R™" SDRP et s0it Ay, et Anax Tespective-
ment la plus petite et la plus grande valeur propre de A. Alors, pour tout x € R",

2
1 Afmax A'min
(Ax,x)(A_lx,x)SZ(\J F +\J 7L ) [l x][5-

De par le Corollaire|1.39} il existe une matrice orthogonale U telle que

A=UDU"=UDU™", D =diagA)zespa)-
Soit t := v/ ApinAmax- ON @

1 -1 1 —1)77-1 -1

;A+IA =U ;D+ID U =UAU, (1.23)
avec A = diag(A/t + t/A)espa)- La fonction f(&) := £/t + £/& est convexe sur R} et elle

atteint son minimum en ¢ = f, comme on le voit en résolvant

O:f’(i):%—é = (—1*=0et1>0) < E=1.

De plus, on a

A Ami
max f=f(7tmin)=f(/lmax)=\J ma"+% =

£€l Amins Ama] Amin Amax
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Par conséquent, pour tout & € [Ain, Amax)s

Amax Amin
f(g)S\JEJF\Jm' (1.24)

On a dong, pour tout x € R”,

171 i
V(Ax, x)(A1x,x) < 5 (;(Ax, x)+ t(A_lx,x)) Vab<£+5% Ya,b>0,Ye>0

— 2€
1771 1
=—(|-A+TtA " |x,Xx
2\t

1 .
= E(UAU_lx,x) Eq. (I.23)

1 _
=>(Ay,y) y=U"x,U'=U0"

N

m‘“)llyllﬁ Eq. (T29)

ma

i

Sl >

™" )2, Remarque (LI6)
)Lmax

Amax
SN
1 [
= 5(\ T\

ce qui permet de conclure.

Exercice 1.59. Soit A une matrice HDP et a € R}. Montrer que la matrice I, + a A est inver-
sible, que le rayon spectral de la matrice B :=(I,,— aA)(I,, + aA)™" est < 1 et que la matrice B
est hermitienne.

La matrice A est hermitienne donc diagonalisable (voir Corollaire , a savoir, il existe
une matrice unitaire Q € C™" telle que A= Q'AQ, avec A € R™" matrice diagonale conte-
nant les valeurs propres de A (le fait que les valeurs propres de A sont des réels strictement
positifs est une conséquence de la Proposition[I.26). Nous avons donc

L£aA=Q7'Q+aQ'AQ=Q (I, £aA)Q,

ce qui permet de conclure que la matrice I,, = @ A est diagonalisable et ses valeurs propres
sontdelaforme 1+aA, A € Sp(A). De par le Théoreme[1.33} la matrice I, + @A est inversible
si et seulement si toutes ses valeurs propres sont non nulles, a savoir @ # —1/A pour tout
A € Sp(A), ce qui est toujours vérifié car @ > 0 par hypothese. De plus,

(I, +aA) " =[Q (I, +aAQ] " =Q7'(I, +aA)'Q,

1

et(I,+aA) ! = diag(m x De par les résultats précédents, on a

)AGSp(A
B=(I,—aA)I,+aA) " =Q7'(I,—aN)QQ (I, +aA)'Q=Q'AQ, (1.25)

1—al

avec A = diag(1) Aesp(B) = diag(m ) matrice diagonale contenant les valeurs propres

)AeSp(A
de B. Comme les valeurs propres de A sont > 0, on vérifie aisément que |A| < 1 pour tout
A € Sp(B) si @ > 0 et, par conséquent, p(B) := max;cg,5)|Al < 1. Pour prouver que B est
hermitienne, on utilise la décomposition (I.25) pour écrire

B" =(Q"AQ)" =Q"A"Q=Q"AQ=B,
ol nous avons utilisé le fait que A est une matrice diagonale a valeurs réells pour conclure
AH =A.
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Exercice 1.60 (Pséudo-inverse de Moore-Penrose). Soientm et n deux entiers avec m > n,
et soit A € R™" une matrice de rang n. On admettra par la suite que AT A € R™" est définie
positive et donc inversible. On définit la pseudo-inverse de Moore-Penrose par

Al:=ATA AT,
Prouver les propriétés suivantes :
ATA=1, ATAAT=A", sim=nAT=A"Y
Soit b € R™. On considere le probleme dit aux moindres carrés

min{J(y):=|lAy —bl3}.

i
yERn
Ce probleme admet une unique solution x caractérisée par la propriété V J(y)= 0. Montrer

quex =A'h.

OnaA'A=(ATAY(ATA)=1I,, d’ol, en multipliant a droite par A", ATAA" =1, A" = AT, Pour
prouver le deuxieme point on observe que, pour tout y € R”,

J(y)=(Ay—b)"(Ay —b)
=(Ay) Ay —(Ay)"'b—b" Ay +b"Db
=y"(ATA)y—y"A"b—b"Ay+b"b.
=y;(A"A);;yi— yi(A"b);—(b" A);y; + b; b,

ol par brévité nous avons utilisé la notation de Einstein qui sous-entend les sommes sur
les indices repétés. Par conséquent, pour tout 1 < k < n,

= (AT Ay AT A=A B ~(bT A,

a savoir,
VI(y)=2(ATA)y —2A"b.

La condition d’optimalité donne
VJ(x)=2(ATA)x—2ATh =0 < x=(ATA)'ATb=A"b.

Exercice 1.61 (Valeurs singulieres d'une matrice normale). Soit A€ C™" une matrice nor-
male. Montrer que les valeurs singulieres de A sont les modules de ses valeurs propres.

Exercice 1.62 (Inégalité triangulaire). Soit||-|| une norme matricielle subordonnée. Prouver
que pour tout A, B C"",
lA+ Bl < [IAll +|BI|.

Montrer que toute norme subordonnée satisfait également les deux premieres propriétés ca-
ractérisant une norme matricielle (voir Definition|1.43).
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Ona
|[A+B|:= sup |[A+B)x||= sup [||[Ax+Bx|

xeCn,||x||=1 xeCn,||x||=1

< sup ([[Ax[|+]IBxI[)

xeCn,|lx||=1

< sup |lAx|l+ sup [|Bx|:=][All+||BI|,

xeCn,||x||=1 xeCn,||x||=1
oll nous avons utilisé 'inégalité triangulaire pour la norme vectorielle pour passer a la
deuxieme ligne. Le second point est laissé au lecteur.

Exercice 1.63 (Norme d’'une matrice unitaire). Soit U € C™" une matrice unitaire. Prouver
quel||U||, =1 et que pour tout Ac C™" on a||AU ||, =||UA||, = ||All,.
Soit x € C". Par définition on a ||[U x5 =(Ux)"(Ux)=x"U" Ux = x" x =||x||5. Par consé-
quent,

IUll,=sup |[Uxl[l;=1.

xeCn, |l x|lp=1

Un raisonnement similaire montre que ||U*||, = 1. D’autre part,

lAUl;= sup |l[AUx|,=  sup  [[Ayl.= sup [lAyll,

xeCn, || x]l2=1 yeCn, |lu-lylx=1 yeCn, |lyll2=1
ol nous avons utilisé le point précédent pour conclure U y|l, = [U® y|l, =1y l,.

Exercice 1.64 (Norme de Frobenius). SoitA =(a;;) € R™". La norme de Frobenius est définie

par
ZZ |a;; 2.

i=1 j=1

|Allg =

Cette norme n'est pas subordonnée a une norme vectorielle. Prouver que

1 1
;”Alll < |lAlle < vnllAll;, ;IIAIIOO <||Allg £ VnllAlloo- (1.26)

Calculer ||L,||¢.

(i) Equivalence entre la norme de Frobenius et lanorme 1. 1l est utile de rappeler que

n n n n
HAIR =" lag P, 1Al = max > la;l, [lAlleo = max >yl
1<j<n P 1<i<n o

i=1 j=1

Or,

2

||A||1—malea,j|<221x|al,|< 221 x ZZm,]F = nl|Allr,

j=1i= j=1 i=1 j=1i=

ou nous avons utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le deuxieme passage. Pour prou-
ver la borne supérieure, on observe que

1Al = ZZW < nmax2|a,]| <n max (Zm,ﬂ) nllAlZ,

i=1 j=1

< vnllAll;.
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(ii) Equivalence entre lanorme de Frobenius etlanorme co. On commence par remar-
quer que, pour toute matrice A € R™", on a ||Al|z = [|AT||r et ||Alloo = ||AT]l;. En utilisant la
réponse donnée au point précédent on a donc

1 1
;”ATHI <||AT|lg = Al < VRIAT], = ~llAlleo <[1Allr < Vnl|Allco-

(iii) Norme de Frobenius de la matrice identité. Ona |||z = V7.
Exercice 1.65 (Rayon spectral). Soit A € R™" une matrice SDP. Montrer que p(A) < 1 si et
seulement s'il existe une matrice Q € R™" SDP telle que B := Q — AT QA est SDP

(i) Preuve de p(A) <1 = (3Q e R™", B SDP). Il suffit de prendre Q = I,,. En effet, avec
ce choix on a pour tout x e R"\ {0 e R"},

x"Bx=x"(I,—A"I,A)x

=l xll; - llAxll;

> || x[IZ— 1Al 1115 Proposition[T.47
=(1—p(AP)lIx[?> >0, Corollaire

ce qui montre le caractere défini positif de B.

(ii) Preuve de (3Q € R™", BSDP) — p(A)< 1. Soit x e R"\{0<R"} et posons y :=Ax.
On a par hypothése

x"Bx>0= x"(Q-ATQA)x>0 = x"Qx—x"ATQAx>0 = y"Qy <x"Qx. (1.27)

Soit A la plus grande valeur propre (en module) de A, X € R" un vecteur propre associé
avec ||x]|, =1, et y := Ax = Ax. De par la rélation (I1.27) on a

QX >y Qy =1 Q%,

ce qui prouve A < 1 et, par conséquent, p(A) < 1.
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Chapitre 2

Méthodes directes

Dans ce chapitre on étudie quelques exemples de méthodes directes pour la résolution
du systéeme
Ax=Dh. (2.1)

Aux erreurs d’arrondi pres, ces méthodes permettent de résoudre le systeme de maniere
exacte. Par simplicité, nous allons nous restreindre au cas réel et, sauf indication contraire,
on supposera dans la suite que A€ R™", x e R” et b € R" est non nul.

2.1 Solution numérique des systemes linéaires

On s’intéresse a |'effet des erreurs d’arrondi sur la précision de la solution obtenue par
la méthode de Gauss.

2.1.1 Conditionnement d’'une matrice

Définition 2.1 (Conditionnement d'une matrice). Soit A€ C™" inversible et||-|| une norme
matricielle subordonnée. Le conditionnement de A est le réel

cond(A) = |All [[A7]l.
Comme ||-|| est une norme subordonnée, nous avons
1=||L,]l = |AA7Y| < [|A]l [|A7Y]| = cond(A),

a savoir, le conditionnement d'une matrice est toujours > 1. Pour p € N, U{00o}, on définit
cond,(A) :=||All, [IA7Y| » le conditionnement associé alanorme p. Un cas particulierement
important est p =2, pour lequel on a, d’apres la Proposition|1.48|

01(A)

o ,(A)

}’l

ol 0,(A) et 0,(A) dénotent, respectivement, la plus grande et la plus petite valeur singu-
liere de A (le fait que !/o,(4) est la plus grande valeur singuliére de A1 estjustifié dans I'Exer-
cice[l.57). Si, de plus, A est hermitienne, de par le Corollaire[1.42Jon a

MaX)esp(a) Al

cond,(A) =

cond,(A) = = max |Alx max |ul=p(Ap(A )= ALIA ], @2.2)

mlnAeSp(A)W A€Sp(A) peSp(A-1)

ce qui justifie 'appellation de nombre de conditionnement spectral.
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2.1.2 Analyse a priori

Proposition 2.2. Soit A< C™" telle que p(A) < 1. Alors, la matrice I,, — A est inversible et on
a, pour toute norme matricielle subordonnée telle que || A|| <1,

(IL,—A) < 2.3)

— < :
1+[|All 1Al

Démonstration. La preuve procede en trois étapes.

(i) On commence par prouver que [, — A est inversible. Les valeurs propres de A sont les
solutions dans C de I'’équation caractéristique

det(A—Al,)=0.

En ajoutant et soustrayant /,, a I'argument du déterminant, on voit que A est solution de
cette équation si et seulement si

det(A—1,)+(1—-A)I,)=0,
ce qui montre que
Sp(A—1,)={1—A : A€Sp(A)}.

Or, on a que
1—A|>1—|A|>1—p(A)>0,

ol nous avons utilisé la Définition du rayon spectral dans la deuxieme inégalité et le
fait que p(A) <||A|| <1 (cf. Lemmal|I.50) pour conclure.

(ii) On prouve ensuite la premiere inégalité de (2.3). On a que

1=||Lll Proposition [T.49ii)
= (1, — AL, —A) "l Définition .18
<||I,— Al ||(I,, = A)Y] Proposition [T.49(iii)
< (L1l + 1A 1L, —A) 7| Inégalité triangulaire
=(1+IAID (L, — A Proposition [T.49[(ii)

a savoir,

1
——<|I(L, =AYl

(iii) Pour prouver la deuxieme inégalité de (2.3), il suffit d’observer que
(In _A)_l = (In _A)_lln = (In _A)_l (In —A +A) = In + (In _A)_1A>

d’ot, en passant a la norme et en utilisant I'inégalité triangulaire et a nouveau le point (ii)
de la Proposition|1.49|

(2, = A < LN+ 1107, — AR AI < T+ 110, — A AL

= (I, =A< :
! 1—|lA]
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Théoréme 2.3 (Estimation d’erreur). Soit A€ R™" une matrice inversible et 0 A € R™" une
perturbation telle que pour une norme matricielle subordonnée ||-||,

A7 I8 Al < 1. (2.9

On note x € R" la solution du systéme linéaire Ax = b avec b € R" \ {0} et, pour une pertur-
bation du seconde membre 0 b € R", soit 0 x € R" tel que

(A+06A)x+6x)=b+0b.

Alors,

1ol cond(A) 16b]  [I0A]
= 5Al '

o (2.5)
Xl ~ 1—cond(A)Z2L \ IBI "~ 1IA]
Remarque 2.4 (Hypothese (2.4)). L'hypothese (2.4) a une interprétation naturelle dans la
mesure ot elle implique ||A"16 A|| < 1, a savoir, les erreurs d'arrondi sur la matrice A sont
supposées petites par rapport aux valeurs des entrées de A.

Démonstration. Comme b # 0 et A est inversible, x #0 = ||x|| # 0. De plus, la matrice
I, + A~16 A est inversible car, par hypothese, p(A16 A) < [|[A16 Al <||A7Y|]|6 Al| < 1 (1a pre-
miere inégalité est une conséquence du Lemme tandis que l'inversibilité suit de la
Proposition[2.2).

On peut donc appliquer le résultat de la Proposition[2.2)a la matrice —A~'§ A, obtenant
ainsi

(A+0A)(x+0x)=b+0b définition de 6 x
= AS+0Ax+A(I,+ A '6A)Sx=F+6b Ax=Db, A+6A=A(I,+A'6A)
ob 0A I,+A16A) A
=(I+A'6A)'A (———x) mult. gauche( )
[E] el llx]l [l x|l
16 x| 6Dl
= X <(T+A7'6A) 7 1A 1II(W+|I5 II) l6Ax[| <[I6All ||x]l
6 xl eyl lobll  [[oA]
<[(I+A6A) || cond(A )(—+—) Al x|l = |Ax]| =Bl
(B4l bl 1Al
16 x| cond(A) (I|5bll ||5AII) .
< Proposition|2.2
llxll — 1=[[A-16 Al L [IbIl Al P
o d(A ob 0A
1|6 x|| L con (A) (II ||+|| II) ca
Ixll = 1—cond(A) L L IIBI 1Al
qui est 'estimation cherchée. O

Remarque 2.5. Si les perturbations 6 b et 6 A sont telles que ||0 b|| = 7||b|| et ||0A|l = yl|Al|
avecy € R: etycond(A) < 1, l'estimation (2.5) se reduit a

||5x|| 2y cond(A)
x| — 1 ycond(A)’

En pratique cette hypothese est raisonnable, et le paramétrey depend de l'epsilon machine,
a savoir, le plus petit nombre positif € tel que 1 + € > 1 en arithmétique flottante.
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2.2 Opérations élémentaires

Pour fixer les idées, soit A € R™”" une matrice carré d’ordre n. La généralisation des
résultats de cette section au cas de matrices rectangulaires est laissée au lecteur. Les mé-
thodes directes que nous allons examiner reposent sur deux opérations élémentaires, a
savoir :

() Léchange de deux lignes de la matrice A, que I'on notera A;. < A;,, 1<, j < n. Lors-
qu’on souhaite nommer différemment la matrice obtenue en échangeant les lignes i
et j de A on notera

B —(A;. — Aj);

(ii) Lacombinaison linéaired’uneligneA;. avecuneligneA;,1<1i# j < n,quel’'onnotera
Aj. — AA; +uA;, A, u € Ravec A # 0. Lorsqu’on souhaite nommer différemment la
matrice obtenue en combinant linéairement les lignes i et j de A on notera

Bi: N AIqi: +AUAj:’
en sous-entendant B, = A;. pour tout [ € [1, n] \ {i}.

Remarque 2.6 (Interprétation alternative de I'échange de deux lignes). Si on reldche l'hy-
pothése A # 0, I'échange de deux lignes de la matrice A peut étre interprété comme le résultat
des deux combinaisons linéaires

Bi: — OAI': + 1A]’ B] — ]-Ai: + OAJ

Cependant, sans I'hypothése A # 0 on ne pourra plus garantir des propriétés d'équivalence
entre les deux matrices.

Nous allons par la suite montrer qu’'on peut interpréter ces deux opérations élémen-
taires comme des multiplications a gauche par des matrices opportunes. On commen-
cera par remarquer que, étant donné une matrice P = (p;;) € R™", nous avons pour tout
1<i<n,

n
(PA)i: = pilAI: + pi2A2: +...t+ pinAn: = Z pikAk:) (26)
k=1

asavoir, I'i-eme ligne de PA est obtenue par combinaison linéaire des lignes de A avec co-
efficients p;,,..., p;,- Soient maintenant 1 < 7, j < n deux indices tels que i # j. La matrice
de permutation P qui réalise I'échange A;. < A;. doit satisfaire les conditions suivantes :

(PA)i::A (PA)j::Ai:’ (PA)I::AZ: VlE[[l,n]]\{lr]}

jv

Par conséquent, les seuls éléments non nuls de P sont les suivants :

pl.jzl’ pji:]" pllzl VZE[[I,”Z]]\{L]} (27)
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Exercice 2.7 (Echange de deux lignes). On consideére la matrice

[\CRN eI S B \S]
w W oo w
O O
O = o Ul

Ecrire la matrice de permutation P qui permet d'effectuer I'échange A,. « A, et vérifier le
0 01

résultat. (Réponse : P =

Proposition 2.8 (Matrice de permutation de lignes). La matrice de permutation de lignes
P définie par (2.7) est inversible et on a

Ppl=pT=p

Démonstmtion. Soit A = PAlamatrice obtenue a partir de A en effectuant’échange A;, <

jpour1<1i,j<naveci# j.Pardéfinition, P est symétrique c.-a-d., PT = P. On vérifie,
en outre, aisément qu’on peut revenir a A a partir de A en effectuant 'échange de lignes
A — A, j» qui correspond a nouveau a la matrice de permutation P. Nous avons donc

A=PA=PPA.

Comme cette formule est valable pour toute matrice A € R™", elle doit étre vraie en parti-
culier pour A inversible. Choisissant donc A inversible et multipliant a droite par A}, on
obtient donc I,, = PP, ce qui montre que P est inversible avec inverse P! =P =PT. [J

On peut appliquer un raisonnement similaire a la combinaison linéaire de deux lignes
Aj — AA+uA;, 1<10,j<n,aveci# j, A, u€R, et A #0. D’apres (2.6), les seuls coeffi-
cients non nuls de la matrice P sont dans ce cas

pi=A pij=i, pyp=1 VIie[l,n]\{i}.

Exercice 2.9 (Combinaison linéaire de deuxlignes). Ecrire la matrice P qui correspond a la
combinaison linéaire A,. — 2A,.+3A,. pour la matrice de 'Exercise[2.7 et vérifier le résultat.
2 0 0 3

(Réponse : P =

oS O O
S O =
S = O
- O O
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Exercice 2.10 (Echange de deux colonnes). Soient1 < i,j < n avec i # j. Montrer que
I'échange de colonnes
A:i - A]

peut s'interpréter comme la multiplication a droite par la matrice de permutation P = (p; ;)
dont les seuls éléments non nuls sont

pij:]" pji:]" pll:]' VZE[[].,’/Z]]\{Z)]}'

(Suggestion : remarquer d'abord que, pour tout1 < | < n, (AP).; = A.pi +Aupy + ...+
A:npnl')'

2.3 Méthode de Gauss

2.3.1 Factorisation A=LU

Les résultats de la section précédente permettent d’interpréter la méthode du pivot
de Gauss comme un factorisation de la matrice A. La stratégie de la méthode de Gauss
consiste, a chaque itération 1 < k < n—1, a éliminer la variable d’'indice k des équations
k+1...n dela matrice en effectuant des combinaisons linéaires de lignes.

Onsesitue al’itération k et on cherche a interpréter les opérations élémentaires corres-
pondantes en termes de multiplication a gauche par des matrices opportunes. La matrice
AW prend la forme suivante :

Ak — (Z((I]:)) ﬁilg) c Rk+(n—k),k+(n—k), (2.8)
21 22
avec
ay ooy 0 = 0 &y
Ut = U A(Zli): 0 --- 0 :
K U

On supposera pour l'instant que u; = a,(cljc) (le pivot) est non nul. Notre objectif consiste
a annuler les coefficients de la variable k dans les lignes k +1,...,n de A, a savoir, annu-
ler 'unique colonne non nulle de A(zli). Cela revient a effectuer les combinaisons linéaires

suivantes : "
a.
AT AP - AD Vie[k+1,n]. (2.9)
a
kk

D’apres (2.6), les seuls éléments non nuls de la matrice E® =(e;;) e R™" telle que AV =
E®A®) sont

eV =1 Vie[l,n]
(k)
a. (2.10)
el.(,f)z—’Tllz) Vie[k+1,n].
kk
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La matrice E®) est donc de la forme

(1 )
0o
1
EW =
T 1

kk

. :(k]
U 1)

(k+1) _ ;
ij =0pourtoutje

[1,k+1] et1<i< j.Un point important a noter est que la matrice E® est triangulaire
inférieure car, pourtout 1 <i< j<nona el.(j.“) = 0. De plus, on a diag(E®) =(1,...,1). En

La nouvelle matrice A%tV = EW AWK est par construction telle que a

supposant tous les pivots non nuls, a savoir, ag;c) # 0 pour tout k € [[1,n—1], la méthode de
Gauss s’écrit synthétiquement

ErV EVA=U < A=LU,

ol nous avons posé L := (E"V EW)y 1 et U := A € R™" est une matrice triangulaire
supérieure. La proposition suivante montre que la matrice L est obtenue au cours des ité-
rations sans cotit supplémentaire.

Proposition 2.11 (Calcul du facteur L). Le facteur L € R™" est triangulaire inférieure et on
a
1= o

avec, pour toutk € [1,n—1], LV = (lx.‘)) = (EWY, a savoir,

(k)
a.

iP=1 vielun]  IP=—f5 Vie[k+ln],
kk

La matrice L' prend donc la forme

1 )
0o
R |
L® = : “5:k+)1k 1 =2I,— E®.
. a(k)
kk
: P00
0 G 1
\ )

Démonstration. Soit k € [1,n—1], et N, M € R"™" telles que

M=E®N,

31



a savoir,
(k)
il .
Ak
On commence par remarquer que N peut s'obtenir a partir de la matrice M en effectuant

les combinaisons linéaires suivantes :

aiy .
Ni:‘_Mi;‘i‘ka; Vie[k+1,n].
Ay

oll nous avons utilisé le fait que M,. = N.. A partir de la formule (2.6) on vérifie aisément
que la matrice correspondante est précisément L¥), Nous avons donc

M=E¥YN=EWLWM, N=L¥YM=LWEWN. (2.11)

En choisissant N inversible et en multipliant la deuxiéme relation de (2.11) a droite par N !
on déduit que LWEW® = [ . Si N est inversible, M I'est aussi en tant que produit de deux
matrices inversibles (E*) est inversible car sa diagonale est formée de 1). En multipliant
la premiere relation de (2.11) a droite par M~!, on obtient E® L) = . En conclusion, par
la Définition [1.18| de matrice inverse, nous avons L) = (E®)~!, Enfin, de par la Proposi-
tion[L.9} L est triangulaire inférieure car produit de matrices triangulaires inférieures. [

Proposition 2.12 (Expression pour L). Pour toutk € [1,n—1] ona

(1 \

[O=pW W= W

A1k 1

kk

(1) (k
any n

wo, |
(1) (k
\“11 Ak }

Exercice 2.13 (Factorisation LU). Calculer la factorisation LU de la matrice

Q

Z=
S

2 4 3
A=[8 11 3],
2 1 4

en précisant a chaque étape la matrice L®. Vérifier que L = L=V .. LY est triangulaire

1 2 4 3
inférieure et que LA™ = LU = A. (Réponse:L=|4 1 ,U=({0 =5 -9 .
1 35 1 0 0 32/

Exercice 2.14 (Nombre d’opérations élémentaires). Prouver que le nombre d’opérations
élémentaires effectué pour accomplir la factorisation LU estde l'ordrede2n®/3 (on négligera
les termes d’ordre inférieur).
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Proposition 2.15 (Calcul du déterminant de A). Soit A une matrice admettant une factori-
sation LU . Alors,

n

det(A) = det(U) = ]_[ U

i=1

Démonstration. On a det(A) = det(L)det(U). Puisque L et U sont triangulaires, leurs dé-
terminants sont donnés par les produits des éléments diagonaux, a savoir det(L) = 1 et
det(U) =[], u:, ce qui conclut la preuve. O

2.3.2 Existence et unicité de la factorisation A= LU

Dans la section précédent nous avions supposé que les pivots agjc), k €1, n—1] étaient
non nuls. Le théoréme suivant fournit une condition suffisante pour que cette hypothese
soit vérifiée.

Théoréme 2.16 (Existence et unicité de la factorisation LU). Soit A= (a;;) €R™" et posons,
pour tout1 <k <n,
ay o Gig

AR =
Agy - Ogg

Si toutes les matrices A¥), 1 < k < n—1, sont inversibles, alors il existe une unique factori-
sation A= LU avec U triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure inversible ayant
une diagonale de 1. Si, de plus, A" = A est inversible, la matrice U 'est aussi.

Démonstration. La preuve de I’existence et unicité se fait par récurrence sur la taille k.

Initialisation. Comme AV = g,, est un scalaire, on peut le factoriser de maniére unique
sous la forme AW = ¢WYW gvec £V =1 et UV = ay;.

Récurrence. Supposons maintenant qu'il existe une unique factorisation A~V = gk=Dg((k-1)
et montrons qu'il existe une unique factorisation A® = ¢®(X) On doit avoir

Al=1) AU_C)
,S(k)il(k) — A(k) — ( - Lk-1k | ¢ R(k_l)+l’(k_l)+l, 2.12)
Ak,1:k—1 Ak

avec facteurs de la forme

(k) (k) (k)

o) — (2(]15 0) € RICDHLE=D+1 o () _ (ﬂu u%%)) € R+
[ 1 u
21

En imposant I'égalité (2.12) bloc par bloc, on obtient

gy =A% (2.13a)
k). (k) _ A(K)
Sl =A% 4 (2.13b)
(k) _ A (k)
[(21)11(11) = Ak,l:k—l (2.13c¢)
(Ey (%) = 2.13d
21 Wy T Ukk = Akk- (2.13d)
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Puisque la factorisation A~V = g¢k=Ug(k=1) est par hypotheése unique, (2.13a) implique

o) = plk=) k) kD),

11 11

En outre, comme det(£*Y)=1#0, (2.13b) détermine u(lg) € R¥1 de facon unique :

(k) _ ( alk)y—1 A (k) _ (alk=1)y—1 A (k)
u, = (80) A, = (€7 )T A ke
D’autre part, {*~V est aussi inversible car produit de deux matrices inversibles (U*~ =
(£k=D)TA=1) donc détermine [} € RV¥~! de facon unique :

(k) _ A(K) (k)y-1 _ A (k) (k—1)y—-1

[21 - Ak,l:k—l(ull) - Ak,l:k—l(LL ) .
Enfin, u;; est déterminé de facon unique par (2.13d) car tous les autres objets qui appa-
raissent dans cette expression le sont.

Ceci conclut la preuve d’existence et unicité de la factorisation LU de la matrice A. A
noter que, pour l'existence et unicité de cette factorisation, nous n’avons pas eu recours a
I'inversibilité de A, mais uniquement a celle des A¥ pour 1<k <n—1.

Venons maintenant a l'inversibilité de U. A I'issue de I'étape n — 1 de 'algorithme de
Gauss, deux cas peuvent se produire : soit la matrice A est de rang (n—1), etona u,, =
a"V =0 = det(U) = 0, soit la matrice A est de rang plein (ce qui équivaut a supposer

nn

A" = Ainversible), et dans ce cas u,, =al""V#0 = det(U)#0 et U estinversible. O

Proposition 2.17 (Existence et unicité de la factorisation LU pour une matrice SDP). Soit
AeR™" SDP Alors, A admet une unique factorisation LU .

Démonstration. On vérifie les hypotheses du Théoreme [2.16/en prouvant que, pour tout
1<k < n, A® est SDP. La symétrie de A¥) découle immédiatement de celle de A. Il ne reste
donc qu’a prouver que A est défini positif. Soit x € R” tel que

_[x k+(n—k)
X = (0) eR ,
avec X € R*\ {0}. On a que

_ AW A, . x| — _
0< xTAx — xT 0 1:k,k+1:n — XTA(k)x.
( )(Ak+1:n,1:k Ak+1:n,k+1:n

Le vecteur X étant générique dans R* \ {0}, ceci montre que A¥) est défini positif. O

2.3.3 Pivoting partiel et factorisation PA= LU

Laméthode présentée ala section précédente échoue lorsqu'un pivot nul est rencontré.

Il est toutefois possible d’introduire une modification qui permet d’aboutir dans un plus

grand nombre de cas. L'idée consiste, a chaque étape k, d’effectuer un échange de lignes

pour assurer un pivot non nul. Soit A¥) de la forme 2.8). Le pivoting partiel consiste a
chercher I'indice ! tel que

a\y) = max |al¥), (2.14)

k<i<n
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a savoir, on choisit le plus grand en valeur absolue entre a,(cljc) et les éléments de la colonne
k de A(zkl). On admettra par la suite qu’il existe un indice [ tel que a%) # 0. Comme on le
verra plus loin, choisir le plus grand pivot en valeur absolue permet de réduire les erreurs
d’arrondi associées a la méthode de Gauss. La nouvelle itération k consiste maintenant a
effectuer deux opérations élémentaires, a savoir, '’échange de la ligne k aveclaligne [ puis
les combinaisons linéaires (2.9) :

AP < 4, (2.15)

a.
ATV — AP —EAD Vie[k+1,n]. (2.16)

i i
kk

Il faut bien noter que le pivot a,(cljc) est non nul et que la matrice A% qui apparait dans (2.16)

est celle obtenue apresla permutation des lignes [ et k. On vérifie aisement al’aide de (2.6)
que ces deux opérations s’écrivent de maniére synthétique comme suit :

Ak+D — E(k)P(k)A(k),

avec EW) définie par (2Z.10) et les seuls éléments non nuls de la matrice de permutation
P = (pi(;.“)) €R™" sont

p=1,  pP=1, pP=1 Vie[1,n]\{Lk}. 2.17)

Nous avons alors

En posant
p:=pnb  pl  p.=(gr-Vpr-  plplyp-l
L:=E'=pp" VLV  pWLO,
ou I'expression de E~! vient des Propositions|2.8|et[2.11} nous avons

U=EPA < LU =PA.

Une amélioration ultérieure (mais cotteuse) du pivoting consiste a autoriser des permu-
tations de colonnes, et a chercher le pivot parmi tous les éléments de la matrice formée
par la k-ieme colonne de A(zli) et la sous-matrice A(z]? de (2.8). Voir I'Exercice pour plus
de détails.

2.3.4 Résolution de systemes linéaires

La factorisation A = LU (ou PA = LU) est utilisée notamment pour la résolution de
systemes linéaires. Une fois calculée la factorisation LU de la matrice A, on réécrit le sys-
tem (2.I) comme deux systemes triangulaires moyennant I'introduction de la variable auxi-

liaire y e R" :
Ly =b,
{ Y (2.18)
Ux =y.
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La résolution d'un systéme triangulaire est particulierement simple, car elle peut s’effec-
tuer par substitutions successives. On parle alors de remontée si le systeme est triangulaire
supérieur et de descente s’il est triangulaire inférieur. Pour fixer les idées, soit A € R™" une
matrice triangulaire supérieure inversible, a savoir

apn dyp o Gy
ayy -+ Ay

A= ,
ann

ol nous avons omis d’'indiquer les éléments nuls. Puisque A est inversible et donc, det(A) =
[T, aii #0,onaa;; #0 pour tout 1 < i < n. Alors,

i=1
b 1 <
x,=—>, xi:—(bi—Zaikxk) Vi=n—1,...,1. (2.19)

Qnn Aii k=i+1

Il est utile de compter le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour la résolution
compléte du systeme. On a besoin d'une division pour calculer x,,, de n—i multiplications,
de n—i sommes, et d'une division pour calculer x;. Le nombre d’opérations élémentaires
estdonc

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
1+ > (n—i)+ > (n—i)+ > 1 =1+2> n—-2> i+(n—1)
i=1 i=1 j= i=1 i=1

i=1
~—

multiplications sommes divisions

=14+2n(n—1)—n(n—1)+(n—1)=n

Comme la factorisation LU demande ~ 2n®/3 opérations élémentaires, on voit bien que
le cotit de résolution des deux systemes (2.18) est négligeable lorsque n est suffisamment
grand.

2.4 Matrices SDP : La factorisation de Cholesky

Pour les matrices SDP, une alternative plus efficace et robuste a la factorisation A= LU
est détaillée dans le lemme suivant.
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Lemme 2.18 (Calcul de la factorisation de Cholesky). Soit A€ R™" SDP. Alors, il existe une
unique factorisation
A=H"H. (2.20)

de A avec H matrice triangulaire supérieure ayant diagonale positive. Les éléments h;;
de HT peuvent étre calculés a partir des formules suivantes : h;, = ,/ay, et, pour tout,
i=2,...,n,

(2.21a)

(2.21b)

(2.21c¢)

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la taille i de la matrice.
Initialisation. Pour i =1 le résultat est clairement vrai.

Récurrence. Supposons-le vrai pour i —1 et prouvons-le pour i. On considere I'écriture
par blocs suivante pour la matrice A; e R** :

A= Ai;l v € RU-D+LG-114+1
vl ay

avec A;_; e RV p e R et a;; estun réel strictement positif (condition nécessaire pour
que A; soit définie positive, voir 'Exercice [1.51). On vérifie aisément que A;_, est définie
positive (il suffit de procéder comme dans la preuve de la Proposition[2.17). D’apres I'hy-
pothese de récurrence il existe donc une unique matrice H;_, triangulaire supérieure telle
que A;_; = H' H;_,.Oncherchealors f € R et h e R"™" tels quel'égalité par blocs suivante

soit vérifiée :
(A v\_(HL, o\(H_. h)_ .r
A,-—(UT aii)_(hT B 0 B =H; H,.

HT H;

i

En imposant I’équivalence bloc par bloc on a les équations
H' h=v, (2.22)
h T h + ﬁz = aii.

Le vecteur i € R solution de (2.22) est unique car H;_, est de rang plein. Par conséquent,
B €R! est aussi défini de fagon unique et vaut

B=+a;;—hTh. (2.23)

(Le fait que I'argument de la racine carrée est un réel > 0 vient de la nature SDP de A;.)
Les formules (2.21a)—-(2.21b) ne sont rien d’autre que la descente pour le systéme trian-

gulaire supérieur (2.22) (voir I'Exercice pour plus de détails), tandis que n'est
rien d’autre que la formulation vectorielle de (2.23). O
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2.5 Matrices tridiagonales : La méthode de Thomas

Pour certaines matrices dotées d’une structure particuliere la factorisation LU peut
étre obtenue avec un nombre d’opérations élémentaires significativement inférieur a celui
de la méthode de Gauss. C’est le cas notamment des matrices tridiagonales de la forme

A =tridiag(c, a, b), (2.24)

ol a =(a;)1<i<n €R", b = (b;)1<j<n_1 ER" 1 et ¢ =(¢;)1<i<n_1 € R™. On supposera dans le
reste de cette section que A est définie positive, ce qui assure la bonne définition de tous les
termes qui apparaissent dans1’algorithme. Pour toute matrice tridiagonale définie positive
de la forme (2.24) on a

A=LU, L=tridiag(y,1,0), U =tridiag(0,a,b),
avec @ =(Q;)1<j<n ER" ety =(7;)1<i<n—1 € R"L. On vérifie aisément que
a, b,
LU=|7im@i Yiabiata, b;
,)/n—lan—l Yn—l bn—l + a,

Les composantes des vecteurs «a et y peuvent étre calculées par comparaison de maniere
récursive selon le schéma suivant :

a, b,

!

YiQioy — Yiabio +a; b;

|

Yn-10p—1 —> Y1 bn—l +a,

Plus précisémentona a, =a, et,pouri=1,...,n,

Vi = Cin1 a;=a;—y;1b

== =a;—v; b1

1 al_l 1 1 1 1

On voit facilement que le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour conclure le
calcul des facteurs L et U est de!’ordre de 3n. L'exemple suivant montre que I'intérét de la
méthode de Thomas n’est pas uniquement théorique.

Exemple 2.19 (Discrétisation différences finies du probléeme de Poisson). Soit2=(0,1) et
f € C°Q,R). On considere le probléeme de Poisson

—u"=f dansf, u(0)=u(1)=0, (2.25)

Ce probléeme peut étre approché numériquement par la méthode des différences finie, consis-
tante a remplacer les dérivées par des approximations construites a partir de la formule de
Taylor. Soit N un entier> 1. On introduit la famille de points(x;)o<i<n1 tels que x; = i h avec
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h :=1/(N +1) et, pour toute fonction ¢ suffisamment réguliere, on pose ¢, := ¢(x;). Pour
tout point intérieur x;, 1 < i < N, en supposant ¢ € C*(,R), la formule de Taylor donne

h? h?
i1 =¢i—@ih+ 9] +0(h%),  pra=¢i+¢ih+]— +o(h’).

En sommant les deux égalités ci-dessus on trouve

Pi1—20;+ Qi N O(hz).

¢i—1+¢i+1:2¢i+¢;/h2+0(h2) — ¢;/: 12 12

En négligeant le reste dans l'expression de ¢} on obtient une approximation consistante de
la dérivée seconde de ¢ au sens oui, pour tout1 <i <N,

20, : o( h?
lim (¢{1_¢l—1 ¢l+¢l+l)_ lim ( ):O.
h—o+ \ ! h2

- h—o+ h2
On peut donc approcher le probleme (2.25) comme suit :

U; 1—2uU;+ u;
- hzl “l—f V1<i<N, uy=uy.,=0, (2.26)

ottlesinconnues(u;)o<;<n+1 représentent des valeurs nodales. La résolution du probleme (2.26)
demande l'inversion d’'une matrice tridiagonale pour déterminer les inconnues u;, 1 <i <
N, associées aux nceuds intérieurs. Cette matrice prend la forme

A= % tridiag(—1,2,—1).
Dans UExercice2.2]|nous allons montrer que le conditionnement de la matrice A se comporte
asymptotiquement comme 1/ h?. De ce fait, la résolution dy systéme linéaire (2.26) demande
la mise en place de stratégies permettant de limiter l'impact du conditionnement croissant
sur les erreurs de troncature lorsqu’on effectue des études de convergence (c.-a-d., on résout
pour des valeurs de h de plus en plus petites).
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2.6 Exercices

Exercice 2.20 (Conditionnement). Soit A< C™" une matrice inversible. Prouver que

(i) si ||-|| est une norme matricielle subordonnée, alors cond(A) = cond(A™!) > 1,
cond(aA)=cond(A) pour tout a € R*;

(ii)) condy(A) = O max(A)/ O min(A) 08t T i (A) et T max(A) sont respectivement la plus petite et
la plus grande valeur singuliére de A;

(iii) si A est normale, cond,(A) = |Apnax(AN/1 Amin(A)| 08t A in(A) et A< (A) sont respective-
ment la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A;

(iv) pour toute matrice unitaire U, cond,(U) =1 et cond,(AU ) = cond,(U A) = cond,(A).

(i) On commence par remarquer que cond A = ||(A™1)7] |A7Y| = ||A]| [|A7Y|] = cond A.
Ensuite, puisque ||-|| est subordonnée, nous avons

1=||L,Il = |A7"All <[JA7'l|All, = cond(A),
a savoir, cond(A) > 1. D’autre part, comme

laAll=sup |laAx|[=la|l sup ||Ax]|=]alllAll,

x€Cn, || x||=1 x€Cn, || x||=1

et que (¢A)~! =a'A7!, nous avons d’apres I'Exercice|[1.63]

1
cond(aA) = [laAllll(@A)™ || = lallAl HIIA_III = cond(A).

(ii) On peut diagonaliser A a I’aide de deux matrices unitaires U, V € C"" (cf. Theorem

1.40) comme suit :
U"AV =¥ :=diag(o,,...,0,).

Comme U et V sont unitaires nousavons que ||[UZ AV ||, = ||All, et [(UFAV) |, = |[VIATIU||, =
IA7Y||,. Par conséquent,

cond,(X) = cond,(U" AV) = [|[U" AV ||, (U AV) ]|, = |AlllA7"[|, = cond,(A).

D’autre part, puisque X est diagonal, cond,(2) = 0 ,.x(A)/ 0 min(A), ce qui conclut la preuve.

(iii) Puisque A est normale, de par le Lemme elle admet une décomposition de la

forme
W AW = A = diag(A,(A),..., 1,(A)),

avec W matrice unitaire. Par conséquent, A= WAW et
AAT = ATA=(WAWTYT(WAWT) = WATWHWAW T = WATAW

asavoir, A;(A¥ A) = A,(A)A,(A) = |A;(A)|2. Pour s’en convaincre, il suffit de multiplier a droite
I'inégalité ci-dessus par W et utiliser le fait que W# W = I,,, ce qui donne

AATW = W diag(|A;(A),..., 1A, (A)P).
On remarquera aussi que les colonnes de W sont des vecteurs propres de AA. De par la

Proposition on a, de plus, que o;(A) = A;(A A)=|A,(A)|?, ce qui permet de conclure.
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(iv) Conséquence de I'Exercice|1.63

Exercice 2.21 (Conditionnement de la matrice de I'Exemple2.19). L'objectif de cet exercice
est d'étudier le conditionnement de la matrice A définie dans 'Exemple|2.19 en fonction de
sa taille.

(i) Spectre. Vérifier que les valeurs propres de la matrice sont

4 km
A= —sin?| ———— 1<k<N,
TR (2(N+1)) ==

) . ) ikm
uk = (u? , = sin :
(u; h<isn ( (N + 1))131‘3N

(ii) Conditionnement. Préciser le comportement asymptotique du conditionnement de la
matrice A en norme ||-||, pour h petit.

avec vecteurs propres

(i) Spectre. Onapourtoutl <k <N ettoutl<i <N, enrappelant que nous avons posé
par convention u; = sin(0) = 0 (relation utile pour i = 1) et u]’f, .1 = sin(k7) = 0 (relation
utile pour i = N),

1
ky _ k k_ .k
(Au ),-——h2 (—ui_1+2ui _”i+1)

= % (—sin(%) +28in(%)_sm(%))

Remarquons, maintenant, que
((i—l)kﬂ) ((i+l)kﬂ') . ( ikm km ) . (ikTC km )
in| ———— |+sin| ———— | =sin — +sin +
N+1 N+1 N+1 N+1 N+1 N+1

. (ikﬂ) ( km )
=2sin cos ,
N+1 N+1

ol nous avons utilisé I'identité trigonométrique sin(a + ) + sin(a — ) = 2sin(a)cos(B).
Ceci nous permet d’écrire

B 2 km . [ ikm 4 ,( km . [ ikm &
(Au )iz—(l—cos( ))sm( )z—sm ( )sm( ):)Lku.,
h2 N+1 N+1) he 2(N +1) N+1 i

ol1 nous avons utilisé I'identité trigonométrique sin®(a) = (1—cos(2a))/2. Nous avons donc
vérifié que A, est valeur propre de la matrice A et que u* est un vecteur propre associé.
Puisque nous avons trouvé N valeurs propres distinctes, nous avons trouvé l'intégralité
du spectre de A.

(ii) Conditionnement. Lafonction sinus eststrictement croissante dans!’intervalle [0, 7r/2].
Comme pour tout entier 1 < k < N nous avons NLﬂg € (0,7/2), on peut conclure que
Ay £ A, £... £ Ay. De plus, comme la matrice A est symétrique et définie positive (car
ses valeurs propres sont des réels strictement positifs), nous avons (voir I'Exercice 2.20) :

s 02
B A_N _sin ((l—h)g) 1

cond,(A)= Y = sinz(hg) ~ oL
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Exercice 2.22 (Factorisation PA= LU). Donner l'expression de A := H(4) avec H(4) matrice
de Hilbert d’'ordre 4 (voir l'Exercice[1.54) et calculer sa décomposition PA= LU en effectuant
un pivoting partiel. Estimer le conditionnement cond,(A). Les matrices de Hilbert sont un
exemple classique de matrices mal conditionnées, comme le montre la figure suivante oit on
trace une estimation du conditionnement de H(n) en fonctionden :

1020 F |

1015 [ 4

1010 [ -

10° .

100 & | | | | | [
2 4 6 8§ 10 12 14

Factorisation PA=LU. Ona
1 12 1/3 1/
o 13 14 1/3

Les étapes de la factorisation de Gauss sont données ci-dessous. Par brévité seuls les élé-
ments non nuls des matrices A¥), E®) et P sont affichés. Le pivot satisfaisant la condi-

tion (2.14) est contourné par un rectangle.

1 (1 o /3 1/s

[w_| 21 pU_] A0 = gpw | [Y12] Y1z a0
13 1 ’ " V12 45 Yo |
1/a 1 \ 3/s0 /12 9112
1 (1 1/ 1/3 1/4
1 12 112 3/a0
2 — @ — B) = @) p2) 42 —
L 1 1 , PU=1,, AV =E"PT A" = /180 1/120 |’
9/10 1 K /120| 9/700
1 1 1 12 13 1
1 1 112 12 3/a0
@) — @) — (4) — rB)p3) 4B8) —
L7= 1 ,  PU= 1|’ AT=ETPTAT = /120 9/700
% 1 1 1/4200

On adonc PA= LU avec

P= P(S), L= PP(DL(DP(Z)L(Z)P(g)L(g), U=AY.
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En utilisant les résultats énoncés dans les Propositions 2.8|et pour le calcul de (P*))™!
et (L)1 on obtient

1
/2 1

L= /4 910 1
/31 2/3 1

Estimation du conditionnement. Comme A est symétrique, laformule (2.2) donne cond,(A) =
|Allo[[A7"]], et

1 _ _ _
—llAlleollA oo < NHAIINATI2 < 7l Allo 1A oo,

ol nous avons utilisé le fait que %HIIAIIoo < ||A|l, £ V/nl|A|ls dans la derniére estimation.
Linverse A~! peut étre calculée en utilisant la factorisation PA = LU pour résoudre le sys-
téme suivant

LY =P

AAT' =], < PAA'=P < LUA'=P <
UA' =Y

N .

On obtient numériquement ||Al|o, ~ 2.08-10° et ||A™!||o ~ 1.36-10%, a savoir, 1.42-10* <
cond,(A) <5.67-10%.

Exercice 2.23 (Factorisation de Cholesky). Calculer la factorisation de Cholesky de la ma-

trice suivante :
2 3 4

1

2 8 12 16
3 12 27 30
4 16 30 37

Proposer un critere pour arréter la méthode de Cholesky si la matrice n'est pas définie posi-
tive.

La factorisation cherchée est de la forme

hll 0
h,, h
A — HTH, HT — 21 22
h31 h32 h33

h41 h42 h43 h44

Les étapes du calcul des éléments de H T sont détaillées ci-dessous en utilisant la notation
de la formule (2.21).

( w—lfl )

a1 _ _h2 —
Ty =2 — aro h21 =2

as, _ azp—hz 1y _ _ K2 _ 12 _
By =3 =3 V as3 hgll hs, =3
i
as _ Agp—ha hyy _ agz—hg hy1—hyp sy 2 2 2 _
i 7 =4 — I —24\/“44_}141_}’42_}’43—1 }

22 33
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On peut arréter la factorisation de Cholesky si on trouve la racine carré d'un nombre négatif
pendant le calcul d'un élément diagonal.

Exercice 2.24 (Pivoting total). On considere une version alternative de la procédure de pi-
voting décrite dans la Section ou on étend la recherche du meilleur pivot a toute la
sous-matrice d'indices k < i, j < n, a savoir

Montrer que cette stratégie, dite de pivoting total, équivaut a trouver une factorisation de la
forme PAQ = LU, P et Q étant deux matrices de permutation.

Exercice 2.25 (Descente pour un systeme triangulaire inférieure). Soit A € R™»" une matrice
triangulaire inférieure inversible, a savoir

an
ay Ay
A=
Ap1 Qu2 " Qpp

Prouver des formules analogues a (2.19) pour la résolution du systeme Ax = b, b € R".

On trouve
n=—  x=—|b=> apx | Vi=2,..,n-1. 2.27)
Aii k=1

Exercice 2.26 (Méthode de Gram-Schmidt). Soit n > 1 un entier et X := (x;),<;<, une fa-
mille de vecteurs libre deR™, m > 1. On considere la famille de vecteurs Y :=(y;)1<i<, obte-
nue a partir de X comme suit :

i
(x'+1»y') .
=X, Yit1 = X1 _Z—li ”2] Vi Vi<i<n-—1, (2.28)
j=1 y] 2

ot par brévité nous avons noté le produit interne canonique de R™ (-,-) au lieu de (-, )gm.
Montrer que Y est une famille libre et orthogonale, a savoir

0 sinon.

ly:ll5#£0 sij=i,
(yi,y,-):{ VilZ#0 i

Proposer une modification de l'algorithme permettant d’obtenir une famille orthonormale,
a savoir telle que || y;||, =1 pour tout1 <i < n.

On prouve le résultat par récurrence sur la taille n de la famille. Si n = 1 la famille Y est
orthogonale car la famille X est libre (ce qui implique, en particulier ||y ||, # 0). Supposons
la propriété vérifiée pour n—1 et prouvons-la pour 7. Soit X = (x;)1<j<p_1 €t ¥ = (¥;)1<i<n1
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obtenue en appliquant I'algorithme (2.28). La famille Y est orthogonale par I'’hypothése

de récurrence. On a
o3 ey
Il x, ||2

En multipliant scalairement |'égalité precedente par y;, 1<i<n-—1onobtient

y’ 124 n)
(Fio» 1) = (X, 31)— Z 25 )= Gty Jyyng(%/ﬂ 0,

(B ||2

ce qui montre que ¥, est orthogonale aux vecteurs de Y. De plus, la famille Y est libre,
car sinon on pourrait exprimer x,, comme combinaison linéaire des vecteurs de X (ce qui
est absurde car X est libre par hypothése). Pour obtenir une famille orthonormale il suffit
de diviser chaque vecteur de Y par sa norme euclidienne. On obtient ainsi I'algorithme
suivant :

i

(i1, ¥5) y
=X Viri=Xi— ) ———0Vir Vii =72 Vi<i<n-—1,
yl 1 y+1 +1 ; ||y]||§ y] y+1 ||y||2
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Chapitre 3

Méthodes itératives

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques exemples de méthode itératives pour

la résolution du systéme linéaire
Ax =Db. 3.1

Nous allons nous restreindre au cas o1 A est une matrice carrée (réelle ou complexe) inver-
sible et b un vecteur non nul. Contrairement aux méthodes directes, les méthodes itéra-
tives ne fournissent pas en général la solution exacte du systeme linéaire : elles consistent
a engendrer une suite (x*)),.y de solutions approchées qui tend vers x. Pour que les mé-
thodes itératives soient intéressantes, deux conditions doivent étre remplies :

(i) la génération d'un nouvel élément de la suite a partir du (des) précédent(s) est si-
gnificativement moins coliteuse que résoudre le systéme linéaire par une méthode
directe;

(ii) le nombre d’itérations n nécessaires pour arriver a un élément x,, qui approche x a
la précision souhaitée est «petit».

3.1 Méthodes de point fixe

La premiere famille de méthodes que nous allons considérer repose sur la caractérisa-
tion de la solution du systéme linéaire (3.I) comme point fixe d'une fonction obtenue a
partir de la matrice A et du seconde membre b.

3.1.1 Formulation abstraite basée sur une décomposition réguliére

Soit A € C™" une matrice inversible, b € C" non nul, et P, N € C*" deux matrices telles
que
A=P—N et P est facilement inversible. 3.2)

Une décomposition de la forme (3.2) est dite réguliere. On vérifie aisément que la solution
du systéme est point fixe de la fonction ®: y — P! Ny + P71 b. En effet,

Ax=(P—N)x=b & x=P 'Nx+P 'b=0(x). (3.3)
Cette remarque nous conduit a considérer la méthode itérative suivante : Pour tout k > 0,

x* D = pAINx B 4 p1p = p(x ), (3.4)
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avec x\¥ € C" estimation initiale. A chaque itération de la méthode (3.4) on résout un
systeme linéaire de matrice P, ce qui justifie 'hypothése que P soit facile a inverser. Par
exemple, si on choisit P diagonale ou triangulaire, le cotit lié a I'inversion sera de 1'ordre
de n ou n? opérations respectivement.

Remarque 3.1 (Hypothese sur P). Nous avons supposé dans (3.2) P facilement inversible.
En effet, le choix A = P (qui est toujours possible car A est inversible) donne une méthode
itérative qui converge en une itération, mais dont la complexité équivaut a celle de la réso-
lution du systeme linéaire Ax = b. Le choix de P doit donc représenter un compromis qui
garantisse que le cotit d'inversion de P a chaque itération reste raissonnable tout en évitant
que le nombre d’itérations pour arriver a convergence explose.

Lerésultat suivant est une conséquence naturelle de l'interprétation de la méthode (3.4)
comme recherche d’un point fixe.

Lemme 3.2 (Condition nécessaire et suffisante pour la convergence de la méthode (3.4)).
La méthode (3.4) converge pour toute estimation initiale x© vers l'unique solution x du
systeme linéaire (3.1) si et seulement si p(P~'N) < 1.

Démonstration. Pour tout k > 0, soit e'¥) := x(¥) — x 'erreur associée a I'’estimation x¥). De
par (3.3) et (3.4) nous avons pour k > 1,

e =x®—x=0(x*")—(x)=P'Nx*"—x)=P'Ne*V=(P'N)e®. (3.5
(i) p(P"'N) <1 = convergence pour tout x¥’. Comme p(P~'N) < 1, il existe une

norme matricielle subordonnée ||-|| telle que ||[P~'N|| < 1 (il s’agit d’'une conséquence du
Lemme|1.50). En prenant la norme de (3.5) on obtient

le®™ =P N) el < 1P~ NY [l < 1P N[l ], (3.6)

ol nous avons utilisé la Proposition dans la premiere inégalité et le point (iii) de la
Proposition pour écrire ||[(P7'N)X|| < ||[P7'N||*. Si |[P~'N|| < 1, le seconde membre
de (3.6) tend vers 0 lorsque k — +00 et donc la méthode converge pour tout x©.

(ii) Convergence pour tout x’ = p(P~'N) < 1. Supposons maintenant que la mé-
thode converge pour toute estimation initiale x©). Soit ||-|| une norme vectorielle et ||| la
norme matricielle subordonnée. Soit A la plus grande valeur propre en module de P! N et
X, vecteur propre associé avec || x;,|| = 1. On considere la méthode avec estimation initiale
x© telle que e := x — x = x,. De par (3.5), nous avons que

eW=(P'N)* e =(P7'N)x; = 2" x;.
Prenant la norme de I'expression précédente,
le™] = 21"

Comme la méthode converge, ||e®)|| — 0 lorsque k — +00, ce qui implique p(P~'N) =
A<l 0
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Remarque 3.3 (Choix delanorme dansla preuve du Lemme[3.2). Dans la preuve du Lemme[3.2
nous avons utilisé une norme||-|| subordonnée satisfaisant la condition||P~'N|| < 1. Cepen-
dant, comme que e®® — 0 € R" pour k — +00, pour toute norme |||, sur R*, nous avons
le™)]|, — 0 lorsque k — +o00.

La condition du Lemme|3.2|est optimale mais difficile a vérifier en pratique. Une condi-
tion suffisante souvent plus simple a prouver est identifiée dans le lemme suivant.

Lemme 3.4 (Condition suffisante pour la convergence de la méthode (3.4)). Soit A< C™"
hermitienne définie positive. On considére une décomposition réguliere de la forme (3.2)
avec P # A et P2+ N définie positive. Alors la méthode (3.4) converge vers la solution de (3.1).

Démonstration. On commence par remarquer que
PiyN=PHlyP_A, (3.7)

Considérons maintenant la norme matricielle ||-|| , subordonnée a la norme vectorielle dé-
finie par le produit scalaire (x, y), := (Ax, y)c» (que 'on notera toujours ||-||,). De par la
Proposition [1.49] il existe y € C" tel que ||yll, = (Ay, ¥)en = 1 et ||P7IN||, = |[PTINy||4.
Nous avons alors

1PN
=|IP7'Nyl
=(AP'Ny,P"'Ny)cn
=(AP{(P—A)y, P (P—A)Y)en (N=P—-A)
=((A=APT'A)y, (I, =P A)y)c
=(Ay, ¥)on — (AP Ay, ¥)en —(Ay, P~ Ay)cu + (AP Ay, P Ay)ca

=1—(Az,A"'P2)cn —(Pz,2)cn +(AZ, Z)cn (z:=P7'Ay)
=1—(Pz, Z)en—(Pz,2)cn +(AzZ,2)cn (A= A)
=1—((P"+P—-A)z,2)cn=1—(P"+N)z,2)cn <1, B7)

ol nous avons utilisé le fait que P~' A est une matrice de rang plein et y # 0 pour conclure
que z # 0 et le caractére défini positif de P + N pour en déduire (P¥ + N)z,z)c. >0. [

On conclut cette section en observant qu'une généralisation de (3.4) consiste a consi-
dérer des méthodes de la forme

xF=Bx® 4 f,

ol B € C™" est dite matrice d’'itération et f est obtenu a partir du second membre b. Dans
ce cas, la consistance de la méthode est garantie si en posant x'¥) = x on trouve x**V = x,
a savoir,

x=Bx+f, (3.8)

et la solution exacte est un point fixe de ®(y)= By + f. Pour une méthode consistante on
a
e® =x® _x =(Bx* V- f)—(Bx— f)=B(x*V—x)=Belk"V = B*e, (3.9)

La condition nécessaire et suffisante pour la convergence de la méthode est donc

p(B)<1. (3.10)
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3.1.2 Les méthodes de Jacobi et Gauss—Seidel

Les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel sont obtenues a partir de la décomposition
suivante de la matrice A (décomposition DEL) :

A=D—-E—-L, (3.11)

ou D est la diagonale de A, —E sa portion strictement triangulaire supérieure, et —L sa
portion strictement triangulaire inférieure.

Exemple 3.5 (Décomposition DEL). La décomposition DEL de la matrice suivante :

A=

[o=BEN I \S]

31
1 2
1 2
est

2 -8 —1

La méthode de Jacobi est obtenue avec P =D et N = E + L. Al'itération k + 1 la mise a
jour est effectuée en posant

V=D YE+L)x®+Db. (3.12)
La matrice d’itération correspondante est
B =D YE+L)=I-D"A. (3.13)

Une condition suffisante pour la convergence de la méthode de Jacobi simple a vérifier est
énoncée dans I'Exercice[3.15] Une variante de la méthode de Jacobi consiste a définir x*+V
comme une moyenne pondérée de x*) et de la valeur donnée par I'expression (3.12). Plus
précisément, pour w € (0, 1] on pose

2 =(1-w)x®+ [ DE+1)xP+D'b]. (3.14)

Ce choix correspond a la méthode de surrélaxation JOR (Jacobi Over-Relaxation). La ma-
trice d’itération correspondante est

BJOR:(I—C())IH+C()B]. (315)

Lemme 3.6 (Convergence de la méthode JOR). Si A =(a; j) € R™" est SDP la méthode JOR
converge pour toute estimée initiale x, si et seulement si le parametre w € (0, 1] satisfait la
condition suivante :

O<w<——.
p(D1A)
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Démonstration. On a
Bor=I,—wD'D+wD (E+L)=1,—wD™A.

Comme A est SDP, a;;. > 0pourtout 1 <k <net(D ) =1/ax, >0, c.-a-d., D! est définie
positive. En utilisant le résultat de I'Exercice(1.56, on peut conclure que

Sp(Bjor) =Sp(I,—wD'A)={1—wA : LeSp(D'A)}.
Par conséquent,

J— -1 — J—
p(I,—wDA) Aesrg(gziw [1—wA|.
La condition (3.10) est donc vérifiée si w €(0, 1] est tel que
2 2
AeSp(D'A), [1—wAl<l) < ( AeSp(D'A), w<—) = w<—— O
(VAesp(D'4), | 1<1) ¥AeSp(D™'A) 3 DA

La méthode de Gauss—Seidel consiste a choisir P=D — L et N = E. Al'itération k+1 la
mise a jour est effectuée en posant

YV =D—-L7'Ex®P+(D—-L)"b. (3.16)
La matrice d’itération correspondante est
Bss=(D—L)'E.
Dans ce cas aussi on peut pondérer la valeur (3.16) par x*), obtenant ainsi la méthode
SOR (Successive Over-Relaxation). La mise a jour a l'itération k + 1 revient donc a poser
pour w €(0,1),
M =(1-w)xP+w[(D-L"Ex®+(D—-L)"b]. (3.17)
La matrice d’itération correspondante est

BSOR = (1 —CO)In + (’OBGS'

3.1.3 Laméthode du gradient

Le dernier algorithme de point fixe que nous allons examiner admet une interprétation
qui permet de dépasser le cadre de la résolution de systémes linéaires, et qui le rend ap-
plicable a des problemes plus généraux d’optimisation. Soit A € R™” une matrice SDP. On
définit la fonctionnelle quadratique J : R"” — R telle que

1
J(y)=5y"Ay=b'y, (3.18)
en on considere le probleme de minimisation libre

Iyré]g}](y)-

On peut prouver que ce probleme admet une et une seule solution x € R” (dite minimiseur
global de ] sur R") telle que
J(x)<J(y) VyeR"

et caractérisée par
VJ(x)=Ax—b=0€R".

Ce résultat est précisé dans le lemme suivant.
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Lemme 3.7 (Minimisation d'une fonctionnelle quadratique et systemes linéaires). SoitA e
R™" une matrice SDP. Alors, pour tout b € R",

Ax=b ](x)zm]%{n](y).
yeRr»

Démonstration. Pour tout y,z € R" ettout f € Rona

J(z+ty)

1
= E(Z +ty) Alz+ty)—bT(z+1y)

1 t t?
:EZTAz—sz+§(zTAy+yTAz)+?yTAy—thy Proposition[I.7]  (3.19)

—_—

=J(2)
tz

=J(z)+ tyT(Az—b)+?yTAy. Symétrie de A

(i) Implication J(x) = min,cg. J(y) = Ax =b. Puisque x est minimiseur global de J,
I'identité (3.19) avec z = x implique, pour tout ¢ e R et tout y € R”,

2
J(x+ty)>J(x) <= tyT(Ax—b)+%yTAy20.

En prenant ¢ > 0, en divisant par ¢, et en faisant tendre t — 0" il vient y " (Ax—b)> 0, d’out
Ax—b =0€R" car y € R" est générique.

(ii) Implication Ax = b = J(x)=min. J(y). Pour tout w € R", en utilisant encore
I'identité (3.19) avecz=x, t=1,et y = w— x il vient

1
Jw)=J(x)+ t(w—x)" (Ax—b)+=(w—x)T A(w —x).
~—— 2
=0cRn
La matrice A étant SDP, le dernier terme du membre de droite est non négatif (positif si
w # x). Par suite, x est minimiseur global de J sur V. O

Lidée de la méthode du gradient se base sur la remarque suivante : pour tout y € R”
avec VJ(y)# 0, on peut réduire au moins localementlavaleur de J(y) en se déplacant dans
la direction —V J(y). En effet, VJ(y) correspond a la direction de plus grande pente (posi-
tive) de J en y. Fixons une estimation initiale x, € R". Pour k > 1 et jusqu’a convergence
on pose

= vy x®)=p—Ax®, x ) = x 0 4 g r®)

ol le réel @ > 0 est lié au module du déplacement dans la direction de la plus profonde
descente. La direction de descente r*) est le résidu du systéme linéaire correspondant a
I'approximation x*) (ona r® =0si x® = x).

On peut ensuite se demander de combien faut-il avancer dans la direction r*). Pour ré-
pondre a cette question, on cherche a reformuler la méthode du gradient sous la forme (3.4).
Ona

x* D = x® 4 g(b—Ax"Y =1, —aA)x® +ab = B xF + fe-
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Afin de maximiser la vitesse de convergence (c.-a-d., réduire le plus possible I'erreur a
chaque itération), le parametre a doit étre choisi de facon a minimiser le rayon spectral
de la matrice d’itération B;, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.8 (Vitesse de convergence de la méthode du gradient). Soit A € R™" SDP et on
note respectivement A, et A, la plus grande et la plus petite valeur propre de A. En choi-

sissanta = m, la méthode du gradient converge pour toute estimation initiale x© € R”
etonapourk>1,
cond,(A)—

1
(k+1) (k)
e < e .
” ”2 ]2( 1) 1” ”2

Démonstration. On a par définition

Sp(Bg)=1—aSp(4) = p(Bg)= max [1—all

Le graphe de la fonction (a) := max;cgy4) |1—aA| est représenté en trait plein dans la figure
suivante.

|1 _a)('maxl

|1_akmin|

Le minimum de ¢(a) est donc atteint pour a tel que |1 —aAi,| = |1 — @A, @ savoir,
a=+—2—.Deplus, ona

max +Amin

2 Amax - Amin M(CODdZ(A) - 1)
¢ (55— ) =Pt -
}'min + Amax Amax + )('min M(Condz (A) + 1)

ol nous avons utilisé (2.2) et le fait que A est SDP pour conclure cond,(A) = A ax/ Amin- Par
conséquent, avec le choix proposé pour a, nous avons g(Bg) < 1. Comme la méthode est
consistante, ceci implique sa convergence pour tout choix initial (voir la discussion a la fin
de la Section a ce sujet).

Passant a la norme ||-||, dans (3.9), on trouve pour tout k >0,

<1,

k k k k
le™ i, = 1Bge™ll, <[ Bg Il2lle™ I, = o(Be)lle™ I,

ol nous avons utilisé la Proposition dans la majoration et le Corollaire pour écrire
1B l. = 0(Bg)- [

Exemple 3.9 (Convergence lente de la méthode du gradient). Le Lemme|3.§ montre que
convergence de la méthode du gradient peut devenir lente lorsque la matrice A est mal condi-

tionnée : lorsque cond, A est grand, on a en effet p(Bg) = % ~ 1.
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Le choix du parametre d’accélération a suggéré par le Lemme3.8|est souvent remplacé
en pratique par d’autres expressions plus simples a calculer. Un choix qui est localement
optimal est obtenu en posant, a chaque itération k, a = a* avec a'®¥ unique solution du
probléme de minimisation suivant :

meiﬂg{ J(x® D)= J(x® + ar®}. (3.20)

On peut montrer (voir Exercice(3.19) que la solution de ce probleme est

I

(k)
2.
I oI5

(3.21)

3.2 Méthode du gradient conjugué

Comme nous I'avons vu dans la section précédente, la méthode du gradient devient
assez inefficace lorsque la matrice est mal conditionnée. Le probléme vient du fait que la
direction de descente est choisie en utilisant uniquement des informations locales. L'idée
des méthodes considérées dans cette section consiste a se déplacer dans une direction
obtenue en tenant compte des directions déja explorées au cours des itérations précédentes.

3.2.1 Vecteurs A-conjuguées

Définition 3.10 (Vecteurs A-conjugués). Soit A€ R™" une matrice SDP. Deux vecteurs non
nuls x, y € R” sont dits A-conjugués si y" Ax = x" Ay = 0. Une famille(x;),<;<, de vecteurs
deR" non nuls est dite A-conjuguée si

Vi<i,j<p (i#j = xiTij:ijAxi:O).

Lemme 3.11 (Famille de vecteurs A-conjuguée). Soit A € R™" une matrice SDP et & =
(Xi)i<i<p, une famille de vecteurs A-conjuguée. Alors F est libre et p < n. Si p = n, alors F
est une base deR".

Démonstration. On cherche les combinaisons linéaires des vecteurs de 7 telles que

4
Z/ljszklx1+...+7tpxp:0 avec A;€R V1<j<p.
j=1

Soit 1 <i < p. En multipliant & gauche par x;" A 'égalité ci-dessus on obtient

p P
x]AD Ajx= > Ax] Axy=Allx A =0.
j=1 j=1
Comme x; # 0 par définition, ceci implique A; = 0, a savoir, la famille .Z est libre et, par
conséquent, p < n. Si p = n on a une famille libre de cardinalité égale a la dimension de
I'espace R”, et il s’agit donc d'une base de cet espace. O
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3.2.2 Laméthode du gradient conjugué

Une méthode qui utilise des directions conjuguées est dite conjuguée. Nous allons mon-
trer dans cette section comment construire une méthode conjuguée pour la solution du
systeme linéaire (3.1) avec A € R™" SDP. Par brévité dans ce qui suit on notera (-, -) le produit
scalaire canonique de R” et on posera (-,-)4 :=(A-,") et ||[v||, := +/(v, V)4 pour tout v € R”.
Soit x(© € R” une estimation initial de la solution et définissons le résidu r© := p — Ax©
Les directions de descente w'®, k =0,... sont obtenues comme suit : w® = r© et

wh =B _ gk, =1 . avec p¥) eR a préciser. (3.22)

Une fois identifiée une direction w®) appropriée, la mise a jour de la solution se fait en
posant

xEH) = x4 g+ qvec alk+) e R a préciser. (3.23)
Ceci implique, en particulier,
rE) = p — AxE) = p— Ax® — g 4390 = 8 _ glk+D) 43,0, (3.24)

Pour déterminer les réels a*) et ) nous demandons a ce que, pour tout0< j < k—1,

(w™®, w), =0, (CG1)
(r) ) =, (CG2)

Les conditions (CGI) et (CG2) correspondent 21 la méthode du gmdient conjugué (CG) et
expriment le fait que la nouvelle direction w® et le résidu r* sont respectivement A-
orthogonale et orthogonal aux directions précédentes. Ces deux conditions montrent une
caractéristique importante de la méthode CG : la mise a jour n’est pas uniquement basée
sur une information locale (direction de plus grande pente), mais elle tient compte éga-
lement des itérations précédentes. Comme on le verra plus loin, on peut assurer les deux
conditions (CGI)-(CG2) sans mémoriser les directions w'/), 1 < j < k—1. Ce point est trés
important en pratique, car il implique que la mise en ceuvre de laméthode CG ne demande
pas significativement plus de mémoire que les autres méthodes itératives que 'on a étudié
jusqu’a la.

Le lemme suivant montre de facon constructive I'existence d'une famille de directions
de descente (w™®),_, qui remplissent les conditions (CGI)-(CG2) et permet de préciser
'’expression des parametres a®) et %)

Lemme 3.12 (Existence des directions (w®)—o.). Pour tout x© € R" il existe des valeurs
des parametres a® er p*) .., et une famille de vecteurs (w'®),_, _telle que les condi-

tions (CGI)-(CG2) sont satzsfaztes pour l'itération définie par (3.22) et (3.23).

Démonstration. La preuve procede par récurrence.

(i) Preuve du résultat pour k = 1. Soit ¥ := b — Ax© le résidu correspondant a l'esti-
mation initiale. Si r© = 0, x¥’ = x et nous n’avons rien de plus a faire. Si r©’ # 0, posons
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w® = r® Lanouvelle estimation de la solution est x!) = x© + ¢ w© avec aV) choisi de
tel sorte a assurer la condition (CG2). De par (3.24) on a

(W, )

0= (w(O)’ ,.(1)) — (r(O)’ r(O)_a(l)Aw(O)) — ”r(O)”;_a(l)” w(O)”i gV = —” w(0)||2 .
A

La direction de descente suivante est donnée par la formule
w® = r_ g0 ,©)

avec B tel que (CGI) soit vérifiée, c.-a-d.,

(ii) Preuve du résultat pour I'indice k + 1 en le supposant vrai pour I'indice k. Suppo-
sons maintenant (CGI)-(CG2) vérifiées pour k > 1 et prouvons I'existence de a**1), g*+1)
et w**V tels les deux conditions restent vraies. En utilisant I'expression (3.24) pour r*+1
ona

(w®, r kD) = (®), 78— D 47 8) = (8, 0 _ kD) )2

a savoir, pour j = k est vérifiée pour

(3.25)

Prouvons maintenant pour tout 0 < j < k — 1. Il suffit d’observer que, pour tout
0<j<k—1,
k+1)) — (w(j), e _a(k+1)Aw(k)) Eq. @29

(w\, r®)— g® () k), = 0. Récurrence (CG1)-(CG2)

Venons maintenant a (CGI). Nous avons

(), 1!

(), k1), = (®), Ut _ glksn 0y Fq. B22)

k k k k
= (w®, r* ), = pE VNI,

et pour j = k est donc vérifiée pour

(w), pk+D)

/j(k+1): -
llw®|3

Il ne reste plus qu’a prouver pour0 < j < k—1.Puisque w® = r© et chaque nouvelle
direction w'® est obtenue a partir de r*) et des directions w),0< j<k—1,0ona

Vir =span(w'?, ..., w®)=span(r?, ..., r®).
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La condition pour 0 < j < k se traduit comme suit :

k) ¢ L
€ Vin

={weR": (w,v)=0 YveV.}. (3.26)
D’autre part, pour tout 0 < j < k—1, on ad’apres (3.24),

AwY) = (r(j) rU+h )E Vi = AwV e Vi,

ali+D) (3.27)
—s (AwD, FFD) = (D, )y —

ol nous avons conclu grace a (3.26). En utilisant les remarques précédentes on trouve

(w(j)’ w(k+1))A:(w j k+1 ﬁ(k+1 @D
= (Aw(j), rlkrDy_ glk+l) (w ,w®), =0. (8:27), récurrence
Ceci conclut la preuve. O
Compte tenu du lemme précédent la méthode CG est définie comme suit : Pour une
estimation initiale x® € R”, poser r® = b —Ax©, w® = r© et, pour k =0,...,
(k) 4(k)
w,r
ey _ i ), (3.28)
lw®%
x ) = x B 4 gDy ) (3.28b)
ptD) — (0 _ o (k+D) 44 k)’ (3.28¢)
(k) (k+1)
w, r
prHy = % . Y (3.28d)
lw®%
kD) = k1) k), () (3.28¢)

Théoreme 3.13 (Convergence de la méthode CG). Soit A€ R™" SDP et b € R". La méthode
CG pour la solution du systeme linéaire Ax = b converge en au plus n itérations.

Démonstration. Lafamille.Z :=(w©,..., w1 de cardinalité n estlibred’apresle Lemme
et elle est donc une base de l’espace R” Comme r(™ est orthogonal a tout vecteur de Z on
doit avoir r™ =0, a savoir, x" = x. O

Le Théoreme(3.13|montre que la méthode du gradient conjugué n’est pas une méthode
itérative au sens strict, car elle converge aprés un nombre fini d’itérations. Cependant, son
intérét est lié au fait que, dans de nombreux cas pratiques, le résidu décroit rapidement, et
le critere || rP)|| < e est vérifié aprés un petit nombre d’itérations. En effet, le résultat suivant
montre que la valeur de la fonctionnelle J définie par (3.18) décroit a chaqueitération de la
méthode (de par le Lemme[3.7} on sait que résoudre le systeme linéaire Ax = b avec A SDP
équivaut 2 minimiser /). Dans le jargon de 'optimisation on dit que w*) est une direction
de descente stricte de J en x*=1,

Proposition 3.14 (Monotonicité des itérations CG). Soit A € R™" une matrice SDR b €
R" et J définie par (3.18). On considere l'itération (k+1) de la méthode du gradient définie
par (3.28). Alors, si w™®) #0 et a**V) £0,

J(x®) < 7 (x).

Si a*+V) =0, xX) est le minimiseur de J et Ax*¥) = b.
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Démonstration. On commence par remarquer que

, r(k)) — (w(k), r(k+1) + a(k+1)Aw(k)) @D
_ (k) ..(k+1) (k+1) (k)12
=™, r )+ w5 >0, (CG2)

=0

ol I'inégalité est stricte car w*) # 0. Nous avons alors

1
](x(kﬂ)) — E(x(k) + kD w(k), x4 a(k+l)w(k))A—(b, x4 a(k+1)w(k)) (3I8) et 3:23)
1 (k) ,.(k) (k) (k+1) (k) (k) a(k+1))2 (k)12
:E(X y X )a— (b, x )+ (A — b, w )+T||w 1, B.29)
=—(rk) k)
() (r(0), wk)) :“(k;l)(w(k),r(k))
qk+D)
= J(x™)— 2 (w®, r®) < J(x®),
o1 nous avons conclu grace au fait que (w™®, r'’®)) > 0 prouvé précédemment. O
g q p p

Il est important de retenir que la méthode CG accompagnée d’'un bon précondition-
neur est la méthode de choix pour la résolution de systemes linéaires caractérisés par une
matrice SDP.
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3.3 Exercices

Exercice 3.15 (Matrice a diagonale dominante). Soit A= (a;;) € R™" une matrice inversible
a diagonale dominante par lignes, a savoir

n

la;;| > Z |aij| Vi<i<n.

J=Lj#i

Soit, de plus, b € R", b # 0. Montrer que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme
linéaire Ax = b est convergente.

La matrice d’itération de la méthode de Jacobi est
B:=D7Y(D—-A),

ol nous avons noté D € R™" la matrice diagonale telle que D =diag(A). Pourtout1<i<n
nous avons donc
a;: :
bi;=0 VY1<i<n, b =——> VIi<j<n,j#i,
ai;

et, par conséquent,
n

1
IBlloo = max— > |a;| <1.
AN SO
Comme p(B) <||Blleo <1 (]|||co étant une norme matricielle subordonnée), la méthode est

convergente.

Exercice 3.16 (Méthode des directions alternées). Soit A € R™" une matrice SDP décom-
posée en A = A, + A, avec A, et A, matrices SDP et b € R", b # 0. Soient a;, a, € RY. On
considere la méthode itérative suivante pour résoudre le systeme linéaire Ax =b :

(I, + a, A)x* D =1, —a, A)x® + ay b, (3.29a)
(I, + o, A)x* ) = (1, — a, A ) x®2 + a, b. (3.29b)

On souhaite analyser la convergence de cette méthode. A ce propos,

(i) prouver que, pour toute matrice SDP M € R™" et tout £ € R, la matrice I,, + EM est
définie positive. En déduire que les matrices I, +a; A;, i € {1,2}, sont définies positives;

(ii) prouver que, étant donné x©, x*+'/? er x*+1) sont uniques;
(iii) montrer la méthode est consistante, a savoir, si x**) = x, alors x*+'/2 = x(k+1) = x .

(iv) identifier la matrice B et le vecteur f permettant d’interpreter (3.29) comme une mé-
thode de point fixe de la forme

&0 =px® 4 £,

(v) On admettra l'estimation suivante du rayon spectrale de la matrice B trouvée au point
précédent :

1—a,A

1+a,A

1—a, A
p(B)< max Az
1+a,A

< _ (3.30)
A€Sp(A;)

X 1max
AESp(4,)

Proposer une condition sur a, et a, garantissant la convergence de la méthode. B.
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(i) IMsuffitde prouver que I,,+&M estason tour SDP. La symétrie est évidente. Soit x € R”,
x # 0. Par définition on a

xT(I,+EM)x=x"x+Ex"Mx >0,
ce qui prouve que I, + &M est définie positive. Le fait que les matrices I, + a;A;, i € {1,2},

sont définies positives est une conséquence immeédiate.

(ii) Comme les matrices I,+a, A, et I,+a,A, sont SDP par le point (i), elles sont aussi in-
versibles. Par conséquent, les conditions (3.29) définissent x*"/? et x(**1) de facon unique.

(iii) Enremplacant x*) par x dans (3.29a) on trouve

(I, + a,A)x* ) = x —ay Ay x +a, b
:x_al(A—Al)x+a1b (AZZA_AI)
=x+a,Ax=,+a,A))x, (Ax=Db)

a savoir, x** = (I, + a, A} (I, + 0, A;)x = x.

Pour prouver que x**! = x, on procéde de facon similaire en remplacant x**"? par x
dans (3.29b) :
(L, + a, A x "V = (I, —a,A))x + a,b
=X—(12(A—A2)x+a2b (AZZA_Az)
:x+a2A2x:(In+a2A2)x, (Ax: b)

et, par conséquent, x**V = (I, +a,A,) (I, +a,A,)x = x, ce qui prouve le résultat souhaité.

(iv) De par (3.29a) on a x**2 = (I, + a;A,)"'(I, — a, A,) x® + (I, + a; A,) "' b. En rem-
placant cette expression dans (3.29b), on obtient

k+1 Bx f

avec B
B:=(I,+ @A) (I, —ax A I, + a, A) (1, — ay Ay)

f=a L+ aA) (I, — A, + A7 b+ o1, + a,A,) ' b.

La consistance de la méthode prouvée au point précédent se traduit par la rélation

xX=Bx+f.

(iv) En utilisant I'expression trouvée au point précédent on peut estimer I'erreur e*) :=
x®) — x par récurrence :

e® =x®_x=(Bx* V4 f)—(Bx+ f)=Belk"V = Bke®

Laméthode est donc convergente si et seulementsi p(B) < 1. Or, comme les valeurs propres
de A, et A, sont > 0, il suffitde prendre a;, = @, = @ > 0 pour que les deux facteurs dans (3.30)
soient < 1 et, donc, p(B) < 1. Pour s’en convaincre, on résout I'inéquation en @ avec A > 0:
1—aA <
1+al
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Comme 1+ aA > 0, cecirevient a résoudre
[1—aAl<1+4+aA,
a savoir,

{1—aA<1+aA si0<a </, {2a/1>0 si0<a<1/a .
— :}aeR+,

—1+aA<l+4+ald sia>1/a —1<1 sia>1/

ce qui montre le résultat cherché.

Exercice 3.17 (Analyse d'une méthode itérative). Pour larésolution du systeme Ax = b avec

(13 o)

on considere la méthode itérative suivante : Pour k > 0,
xE+D = B(Q)x(k) + f(0),

avec x© e R" estimation initiale, 0 € R, et

gl 20%+20+1 —202+20+1 (0)_1 1-26
=1\—202420+1 20242041 0 SO=311_29])

1) Vérifier que la méthode est consistante pour tout 0 € R, a savoir, x = B(0)x + f(0).

2) Préciser ensuite pour quelles valeurs de 0 la méthode est convergente;

1) Consistance. La solution du systeme est x = (1,1)7 et on vérifie aisément pour tout

0 R,
1[ 267+20+1-26%+20+1 1{1—26 1
B(Q)x+f(9):Z(729%+20+1+2@’Z+29+1)+5(1—29):( )

ce qui prouve la consistance de la méthode.

2) Spectre de B(0) et convergence. Comme la méthode est consistante, condition né-
cessaire et suffisante pour que la méthode soit convergente est que p(B(6)) < 1. Calculons
donc les valeurs propres de B(8). Il s’agit de résoudre

0=det(B(0)—AL)=~

4

202420 +1—41 —20%°+20+1
—20%+20+1 20%°+20+1—4A

_ i {(20+26 +1-42) (202 +26 +1)].

On adonc
202420 +1—4A=+(—202+20 +1),

ce qui donne comme valeurs propres

Mz = ~ 62

202420 +1+(—202+20+1) {9+§,
4
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FIGURE 3.1 — Graphe de la fonction g(B(8)).

La condition p(B(6)) < 1 équivaut donc a imposer

Or, on a que (vérifier!)

rnax(
1

Donc, g(B(0)) < 1si et seulement si 6 € (—1, 5).

0+-
2

: 1-v3 1+4/3
1’02):{02 sif <5Fouf >,

Exercice 3.18 (Forte convexité d'une fonctionnelle quadratique). Montrer que la fonction-
nelle J définie par (3.18) est fortement convexe, a savoir, il existe ) € R tel que, pour tout
x,yeR" et tout ¥ €[0,1],

9(1—19) ”2
- .

JOx+(Q-Ny) < (x)+Q—-NJ(y)—n lx—y (3.31)

Préciser la valeur den.
Ona

J@x+(1—9)y)= %(ﬁx +(1—9) ) ABx +(1—B)y)— b (Fx +(1—1)y)

= ﬁ—szAer (a—9y

yTAx +91 -9y " Ax—9b"x—(1-9)b"y,

ol nous avons utilisé la symétrie de A pour conclure x’Ay = yTAx. Pour le troisieme
terme au seconde membre on observera que

1 1
yTAx = ExTAx+EyTAy—(y—x)TA(y—x).
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En remplacant on obtient

P(1—-1)

JOx+(1—=Ny)=0T(x)+Q1—9](y)— (x—y) A(x—y). (3.32)

Or, en notant A;,(A) > 0 la plus petite valeur propre de A, nous avons pour tout z € R”,
T 2 T 2
2" Az 2 Amin(A)l|z]|” &= —z" Az <—Amin(A)ll2]I".

L'inégalité ci-dessus pour z = y — x donne finalement

)

(1—0)0 ’

J(0x+1=9)y)<9J(x)+ Q=3 (y)— Amin(A) 2 lx—y

qui est (3.31) avec n = A, (A).

Exercice 3.19 (Parametre d’accéleration pour la méthode du gradient). Le but de cet
exercice est de prouver la formule 3.2I). Soit ¢ : R — R la fonction définie par
o(a):=J(x® +ar®). Le probleme (3.20) équivaut a

min ().

Prouver que ¢ est fortement convexe, a savoir, il existen) € R} tel que pour tout a, f € R et
toutv €[0,1],

(1

—
pla+(1—0)8)< Dp(a)+ (L~ (B)—n " Dia—pF.

La forte convexité de ¢ assure que le probleme (3.20) admet unique solution a\¥) caractérisée
par la propriété suivante :
©’'(@™)=0.

Montrer que cette propriété équivaut a (3.21).

Par brévité, on note (-,-) le produit interne canonique de R” et on pose (:,+)4 := (A:,-). On
commence par prouver la forte convexité de ¢. On a
e@a+1—=9)p)=J(x® +@a+1—-9)p)r'")

=JOxP+1-Dx®P +@a+1-0)8)r")

= J(0 wy+(1— ) wp) (w; = x® +&r)
) :
:ﬁ](wa)+(l_ﬂ)](wﬁ)_ 2 ”wa_wﬂ”A EQ@D
91—
= 9p(@)+ =D (B)~ IO o,

et ¢ estdonc fortement convexe de parametre 1) = || r”‘)lli. Calculons maintenant la dérivée
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de ¢. Nous avons

1 ’
¢'(a)= {—(x”‘)+ar( ) x® 4 qr®), —(b, (k)+ar(k))}
=™, x® + ar®), — (b, r')
=(Ax® )+a||r N2 —(b, r®)
~(b—Ax®, rO)+ | r P
=—(r ,r(k))+a||r ||i (O = b — Ax)
—r® +allr).
Par conséquent 9’(a) =0 < a = ” I|||22, ce qui prouve 3:21).

Exercice 3.20 (Méthode du gradient conjugué). Utiliser la méthode CG avec donnée initiale
9 =(0,0,0)" pour résoudre le systeme linéaire Ax = b avec

2 -1 0 —1
A=|-1 2 —-1|, b=|2
0 -1 2 —1

Par brévité on note (-, ) le produit interne canonique de R” et (-,-), = (A-,-). Ona r® = w© =
(_1r2)_1)T

-3 1 9
a(l)zli, xmzli 6| rv=1{1] ﬁ(l):_i, wV=21112]
0 0| 51, 50 50 | g
5 0 0
ang’ @=[1] L2_ 1o
0 0

La méthode a donc convergé a la deuxiéme itération.

Exercice 3.21 (Parametre d’accélération pour la méthode CG). Avec les techniques de
I’Exercice[3.19 montrer que le choix (]ED minimise la fonctionnelle (3.18) pour des argu-
ments de la forme x¥ + aw® (avec x® et w® fixés).

Exercice 3.22 (Mise en ceuvre efficace de la méthode CG). On se place a l'itération k de la
méthode CG et on suppose a*™V #£0). Prouver la formule récursive suivante, dont l'intérét
est d’éviter le produit matrice-vecteur Aw™® pour le calcul de r'**V) (voir la formule (3.24)) :

r

- a®

1 ﬁ(k) ﬁ(k)
(k+1) — _(k+1) g (K)o o (k+1) 0 4 gk+1) Fk=1)
ak+) gk :

On pourra remarquer que le résultat du produit matrice-vecteur Ar'®) peut étre obtenu sans
coiit additionnel en mettant en ceuvre de maniere opportune l'étape (3.28d).
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