1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Reformulation bayésienne de la méthode des k
plus proches voisins

Lionel Cucala, Jean-Michel Marin, Christian Robert et Mike
Titterington

Lundi 17 Mars 2008

..... Ji

PARIS-SUD 11



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Plan de [’exposé

1-Inférence sur des champs de Markov

2-Application a la méthode KNN



Plan de l'exposé

1-Inférence sur des champs de Markov

2-Application a la méthode KNN

«O>r «Fr «=>»

«E)»

DA



Les champs de Markov

(O @ (=»

«E»

v



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Les champs de Markov

» Notons y, -+, yn des v.a. a valeurs dans S.



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Les champs de Markov

» Notons y, -+, yn des v.a. a valeurs dans S.
=» Notons G = (N, E) un graphe, avec N = {1,---  n}.



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2- APPLICATION IETHODE KNN

Les champs de Markov

» Notons y, -+, yn des v.a. a valeurs dans S.

=» Notons G = (N, E) un graphe, avec N = {1,---  n}.

= |e vecteur aléatoire y = (y1,---,¥n) est un MRF associé au
graphe G ssi

Fyily—i) = fyilyv(i)-
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w Utilisé dans le traitement d'image : y; € {1,---, C}.
®» Densité :
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Le modele de Potts

w Utilisé dans le traitement d'image : y; € {1,---, C}.
®» Densité :

fy18) = exp {B > Zl(ﬁ),w, y,(y,)} o {Zﬂ(;?)(y)}

ol Z(B) = > yeq1,..,cyn €XP {50()’)}-

®» Densité conditionnelle :

Fyily-i O<e><p{ (D0, + 6y, (n) }

gri i~j
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Simulation : échantillonneur de Gibbs

=» Méthode MCMC.

» Vecteur d'origine : (yl(o), e 7y,(vo)).
»
1
L Yl D)
1 1 1
N YD~ oy )
» On considére que (yl(t), e ,y,(\,t))7 t > T, suit a peu pres la loi

de probabilité du modele.



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Sitmulation : échantillonneur de Gibbs



1-INFERENCE SUR DES CHA

Sitmulation : échantillonneur de Gibbs

2 Yacancy Model

MPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE

2 KNN



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Sitmulation : échantillonneur de Gibbs



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Sitmulation : échantillonneur de Gibbs

£ Vacancy Model = -

A
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Sitmulation : échantillonneur de Gibbs

Vacancy Model |z| - |E|
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Inférence bayesienne

®» | oi a posteriori de 3 :
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Inférence bayesienne

®» | oi a posteriori de 3 :

)
Z(p)

®» But : simuler selon cette loi a posteriori.
= Probleme : Z(/3) pas disponible.
®» Trois méthodes + algorithme de Metropolis-Hastings.

m(Bly) o f(y|B)m(B) = ().
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Simulation : Metropolis-Hastings

= Méthode MCMC pour simuler selon f(.).
= Valeur d’origine : x(9).
= simulation de Y ~ g(.|x(?)).
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(t+1) Y avec proba p(x(t), Y),
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o o) = min {1 433543}
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Simulation : Metropolis-Hastings

Méthode MCMC pour simuler selon £(.).
Valeur d’origine : x(9),

simulation de Y ~ g(.|x(?)).

Yy

(t+1) Y avec proba p(x(t), Y),
X g
x{t)avec proba 1 — p(x(1),Y),

ot o) = min {1 {33543}

= On considére que x(t), t > T, suit  peu pres la loi (.).
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Meéthode 1 : pseudo-vraisemblance (Besag, 1975)

®» Pseudo-vraisemblance conditionnelle :

FylB) = ] fily-1)-
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Meéthode 1 : pseudo-vraisemblance (Besag, 1975)

®» Pseudo-vraisemblance conditionnelle :

FylB) = Hf yily—i)

®» | oi a posteriori :

m(Bly) =~ #(Bly) « f(y|8)x(B).
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Méthode 2 : path sampling (Ogata, 1989)

z2(8) =Y exp {5Qy)
y

- 220 > e {sam}
exp 1 BQ(y)
- zw)zo(y)p{zw)y}

DE KNN
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Méthode 2 : path sampling (Ogata, 1989)

z2(8) =Y exp {5Qy)
y

- 220 > e {sam}
exp{ﬂQ(y)}
= ()Y Q)
2.7
= Z(Es[Q)]

,
= log{Z(8)/2(8)} = /ﬁ E,Q(y)du.
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Méthode 3 : variable auziliaire (Mpller et al., 2006)

= |ntroduction de la v.a. z de loi conditionnelle g(z|3,y).

®» On va simuler selon la loi a posteriori :

m(B,2ly) < 7(B,2,y) = g(2|B,y) x f(y|B)7(5)
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Méthode 3 : variable auziliaire (Mpller et al., 2006)

= |ntroduction de la v.a. z de loi conditionnelle g(z|3,y).

®» On va simuler selon la loi a posteriori :

m(B,2ly) < 7(B,2,y) = g(2|B,y) x f(y|B)7(5)

» On définit la loi de proposition :

0 ((8,2)I(8,2)) = au(3'I8)f(Z'15)
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Méthode 3 : variable auziliaire (Mpller et al., 2006)

Le ratio de Metropolis-Hastings devient :

g(Z|8,y)f(yl#)m(B3') a1(815')f(2]5)

MH((5208:2)) = = ) aIBm(5) ax(F1B)F |5
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Méthode 3 : variable auziliaire (Mpller et al., 2006)

Le ratio de Metropolis-Hastings devient :

g(Z|8,y)f(yl#)m(B3') a1(815')f(2]5)
(2|8, y)f(y|B)=(8) a(8'B)f(Z|5)

MH((53',2)(8.2)) =

@19 2 {70} () (s o0 {702}
g(zlﬁa Y) exp {ﬂQ(y)} 77(/8) m(ﬁ"ﬂ) exp {ﬁ’Q(z’)}
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Méthode 3 : variable auziliaire (Mpller et al., 2006)

Le ratio de Metropolis-Hastings devient :

g(Z|8,y)f(yl#)m(B3') a1(815')f(2]5)
(2|8, y)f(y|B)=(8) a(8'B)f(Z|5)

MH((53',2)(8.2)) =

@19 2 {70} () (s o0 {702}
g(ZW, Y) exp {ﬁQ(y)} 77(/8) ql(ﬁ/’B) exp {ﬂ’Q(z’)}

et on choisit
G { }

Z

8(z|8.y)
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Méthode de classification supervisée.

Principe : Déterminer la classe d'un sujet (parmi C) comme la
plus présente dans le "k-voisinage" .

Données d'apprentissage :

((y,‘,X,‘),i: L. an)

avec y; € {1,---, C} qui désigne la classe
et x; € RP : vecteur de covariables.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

La méthode des k plus proches voisins

Méthode de classification supervisée.

Principe : Déterminer la classe d'un sujet (parmi C) comme la
plus présente dans le "k-voisinage" .

Données d'apprentissage :

((y,‘,X,‘),i: L. an)

avec y; € {1,---, C} qui désigne la classe
et x; € RP : vecteur de covariables.

On veut déterminer y,11 associée a Xp11.
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® Choix d'une distance d(.,.) dans RP.

» Définition du k-voisinage :

N ={1<i < n; d(xi, %n41) < d(, Xn41) (0 5

ou d(-, xp+1) : vecteur des distances a Xxp41.
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La méthode des k plus proches voisins

® Choix d'une distance d(.,.) dans RP.

» Définition du k-voisinage :

N ={1<i < n; d(xi, %n41) < d(, Xn41) (0 5

ou d(-, xp+1) : vecteur des distances a Xxp41.

Yni1 = arg — max {Z ]l(y,-:c)}.

ce{l,,C
el S

»-
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La méthode des k plus proches voisins
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

La méthode des k plus proches voisins
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

La méthode des k plus proches voisins
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La méthode des k plus proches voisins
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La méthode des k plus proches voisins
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La méthode des k plus proches voisins

» Méthode KNN : technique d'allocation déterministe.

®» Pour prendre en compte |'incertitude : modeéle probabiliste
reliant les x; aux y;.

®» But : obtenir une mesure de variabilité de la classification.
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Données simulées

= Jeu de données crée par Ripley (1994).

®» Points issus de C = 2 lois normales bivariées



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Données simulées

= Jeu de données crée par Ripley (1994).
®» Points issus de C = 2 lois normales bivariées

®» Données d'apprentissage : n = 250.
Données de test : m = 1000.
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Données Ripley (apprentissage)
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Données Ripley (test)
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Données simulées

Sélection du parameétre k par validation croisée "leave-one-out” :

17 18 35 36 45 46 51 52 53 54 (29)



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Données simulées

Sélection du parameétre k par validation croisée "leave-one-out” :

17 18 35 36 45 46 51 52 53 54 (29)

Application aux données de test :

Procedure | Erreur de classification
1-nn 0.150 (150)
3-nn 0.134 (134)
15-nn 0.095 (095)
17-nn 0.087 (087)
54-nn 0.081 (081)
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Le modele probabiliste

fF(yIX, B, k) =
exp 5225,@])/k /Z(ﬁ,k),
i jeogd

. est la somme sur les k-nn de x;.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Le modele probabiliste

f(ylX, B8, k) =
o0 | 033 8,00) /k /Z(ﬁ,k),
T
ol est la somme sur les k-nn de x;.

J~ii

Introduction du parametre 3 comme facteur d'incertitude :
(B = 0 correspond a une distribution uniforme sur les classes;
(B = 400 correspond a une Dirac sur la classe prévalente.
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Le modele probabiliste

La loi conditionnelle correspondante est :

f(yily—i, X, B8, k)

exp [ B/k [ D 0,0+ > 8,00 | |

Jroki i~

ou Z,-Nkj est la somme sur les points qui ont x; pour k-nn.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Le modele probabiliste

La loi conditionnelle correspondante est :

f(yily—i, X, B8, k)

exp [ B/k [ D 0,0+ > 8,00 | |

Jroki i~

ou Z,-Nkj est la somme sur les points qui ont x; pour k-nn.

On utilisera la méme loi conditionnelle pour classer un nouveau
sujet :

f(y"+1|Xn+la y, X7 ﬂv k) X

exp | Bk D Gnam)+ D Gyl

J~k (n+1) (n+1)~pJj
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Inférence bayésienne

On s’appuie sur les lois marginales :
IED(.yn-i-l = C‘Xn-i-lay?X) =
Z /P(yn+1 - C‘Xn+17y7 X7/87 k) ﬂ(ﬁ: k‘Y? X) d/87
k

ou 7(0, kly, X) o< f(y|X, 3, k)m(f, k) est la loi a posteriori de
(0, k) sachant le jeu d'apprentissage (y, X).
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Inférence bayésienne

» Approximation MCMC de P(ypt1 = ¢|Xnt1,Y, X) par

M
MY P <Yn+1 = c|xnt1,y, X, (B, k)(i)>
i=1
ot la séquence {(3, k), ..., (8, k)M correspond a M
réalisations successives d'1 chaine de Markov de loi
stationnaire (3, k|y, X).
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Inférence bayésienne

» Approximation MCMC de P(ypt1 = ¢|Xnt1,Y, X) par

M
Mil Z P (yn+1 = C|X’7+17 y, X, (/87 k)(’)>
i=1

ot la séquence {(3, k), ..., (8, k)M correspond a M
réalisations successives d'1 chaine de Markov de loi
stationnaire (3, k|y, X).

®» Prédiction bayésienne de y,i1 :

M

Y41 = arg max M1 Z]P’ ()/n+1 = c[xnt1, Y, X, (B, k)(i)>
i=1
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Inférence bayésienne

» Approximation MCMC de P(ypt1 = ¢|Xnt1,Y, X) par

M
Mil Z P (yn+1 = C|X’7+17 y, X? (/87 k)(’)>
i=1

ot la séquence {(3, k), ..., (8, k)M correspond a M
réalisations successives d'1 chaine de Markov de loi
stationnaire (3, k|y, X).

®» Prédiction bayésienne de y,i1 :

M
Y41 = arg max M1 Z]P’ ()/n+1 = c[xnt1, Y, X, (B, k)(i)>
i=1

» (Génération de la chaine de Markov par Metropolis-Hastings.
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Inférence bayésienne

Approximation MCMC de P(ypt1 = ¢|Xn+1,Y, X) par

M
MY P <Yn+1 = c|xnt1,y, X, (B, k)(i)>
i=1
ot la séquence {(3, k), ..., (8, k)M correspond a M
réalisations successives d'1 chaine de Markov de loi
stationnaire (3, k|y, X).

Prédiction bayésienne de yj41 :

M
Y41 = arg max M1 Z]P’ ()/n+1 = c[xnt1, Y, X, (B, k)(i)>
i=1

Génération de la chaine de Markov par Metropolis-Hastings.
Z(f, k) pas disponible! Utilisation des 3 méthodes.
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Inférence bayésienne
®» | ois a priori :

B~ U([O,ﬁmax])

k~ UL, -, kmax})

2-APPLICATION A LA METHODE KNN
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Inférence bayésienne

®» | ois a priori :

B~ U([Oaﬂmax])

k ~ U({lu T, kmax})
®» | ois de proposition :
0~ N(0,72)

avec reparamétrisation logistique :
B = Bmax exp(9)/(exp(0) + 1).

k’NU({k—r,---,k—l,k—i—l,---,k+r}U{1,~--,kmax})



M¢éthode 1 : pseudo-vraisemblance

«O>r «Fr «=>»

«E)»

DA



NCE SUR DES CHAMPS DE MARKO\ 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Méthode 1 : pseudo-vraisemblance

Utilisation de la pseudo-vraisemblance conditionnelle :

. e { B/ (3, 10,00 + X, 8y 00) ) §
R V55 {8/ (s 1000 + iy 195(€) ) §




2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Méthode 1 : pseudo-vraisemblance
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Erreur de classification : 8.7%.



1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV

2-APPLICATION A LA METHODE KNN

M¢éthode 2 : Path sampling
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2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Meéthode 2 : Path sampling
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Erreur de classification : 8.5%.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Méthode 3 : variable auxiliaire
1 S _
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Erreur de classification :

8.4%.
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Comparaison des 3 méthodes
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1-INFERENCE SUR DES CHAMPS DE MARKOV 2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Utilisation de la méthode 3

M

M_l ZP <Yn+1 = 1|Xn+17 \Z x7 (/87 k)(,)>
i=1

yp

-0.2
1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Utilisation de la méthode 3

Zones de confiance 3 95%

yp

-1.0 -05 0.0 0.5

xp



Application a des données réelles
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Application a des données réelles

» 532 femmes de la tribu amérindienne Pima : mesure de 7
covariables quantitatives et présence/absence de diabéte.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Application a des données réelles

» 532 femmes de la tribu amérindienne Pima : mesure de 7
covariables quantitatives et présence/absence de diabéte.

®» Apprentissage : 200 sujets, dont 109 diabétiques.
Test : 332 sujets, dont 68 diabétiques.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Application a des données réelles

®» 532 femmes de la tribu amérindienne Pima :

mesure de 7

covariables quantitatives et présence/absence de diabéte.

®» Apprentissage : 200 sujets, dont 109 diabétiques.
Test : 332 sujets, dont 68 diabétiques.

» Méthode KNN :

k Erreur de
classification
1 0.316
3 0.229
15 0.226
31 0.211
57 0.205
66 0.208




2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Application a des données réelles

» 532 femmes de la tribu amérindienne Pima : mesure de 7
covariables quantitatives et présence/absence de diabéte.

®» Apprentissage : 200 sujets, dont 109 diabétiques.
Test : 332 sujets, dont 68 diabétiques.

» Méthode KNN :

k Erreur de
classification
1 0.316
3 0.229
15 0.226
31 0.211
57 0.205
66 0.208

®» Validation croisée : k = 57 — 66.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Application a des données réelles

200 400 600 800 1000

08 09 10 11 12 13 14
!
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T
0 10000 30000 50000

!
1000 1500

500

0 10 20 30 40 50 60 70
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0 10000 30000 50000 0 28 35 42 49 56 63 70

Erreur de classification : 0.209.
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Application a des données réelles

= 185 fragments de verres : mesure de 9 covariables
quantitatives et répartition dans C = 4 classes.
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Application a des données réelles

= 185 fragments de verres : mesure de 9 covariables
quantitatives et répartition dans C = 4 classes.

®» Apprentissage : 89 sujets.
Test : 96 sujets.
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Application a des données réelles

= 185 fragments de verres : mesure de 9 covariables
quantitatives et répartition dans C = 4 classes.

®» Apprentissage : 89 sujets.
Test : 96 sujets.

®» Validation croisée : k = 17.
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Application a des données réelles

= 185 fragments de verres : mesure de 9 covariables
quantitatives et répartition dans C = 4 classes.

®» Apprentissage : 89 sujets.
Test : 96 sujets.

®» Validation croisée : k = 17.
®» Erreur de classification KNN : 0.35.



2-APPLICATION A LA METHODE KNN

Application a des données réelles

= 185 fragments de verres : mesure de 9 covariables
quantitatives et répartition dans C = 4 classes.

®» Apprentissage : 89 sujets.
Test : 96 sujets.

®» Validation croisée : k = 17.
®» Erreur de classification KNN : 0.35.
®» Erreur de classification PKNN : 0.29.



	1-Inférence sur des champs de Markov
	2-Application à la méthode KNN

