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1-MOTIVATIONS

Données

® |mages satellite d'une région lacustre d'Ecosse : Menteith lake.

®» 1 image : 100 x 100 pixels codés entre 1 et 256.

» Objectif : identifier les zones aquatiques, marécageuses,
terrestres...
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2-MODELISATION ET INFERENCE

Objectif

» Segmentation ou Clustering : séparer les observations en
composantes homogenes.

®» Nombre de composantes : k.
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Premier modele : le mélange gaussien

» Niveaux de gris observés : y = (y1,--- ,yn), avec

yi € {1,256}.
= Composantes inconnues : z = (z1,- -+ , zy), avec z; € {1, k}.
=z, ,2ZN ii.d. NM(PL 7pk)

avec p1 + -+ px = 1.

» (yilzi =j) ~ N(pj, 0?).



2-MODELISATION ET INFERENCE

Premier modele : le mélange gaussien

w z c {1,k}"N donc k" segmentations possibles.

»-

Approche bayesienne : on cherche

Ny N@Nk)
e = Ty = 5 n@nee)
JJ JN(zlp)M y!z 11, 2)(p, 1, 02)dp dp do?
>, [ ) [ N(zlp)N(y|z, p, o)1 (p, 1, 02)dp dp do?

Remarque : info spatiale ignorée !
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Modeéle a dépendance spatiale

» Composantes spatialement dépendantes.
-» (21, s ,ZN) ~ POttS(ﬁ).

» Modele de champ markovien : z;|z_; ne dépend que du
voisinage.
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2-MODELISATION ET INFERENCE

Le modele de Potts

= ) j.i :somme sur les pixels voisins de /

®» Densité :

exp ﬂzl i zj(z,) exp 4 35(2)
@)= { 7 8 {Z(ﬁ) }’

ou Z(B) = Zze{l,m,k}"’ exp {ﬁS(Z)}

®» Densité conditionnelle :

f(zilz—;) oc exp {ﬂ( > 6,(2)) }

jri
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Simulation : échantillonneur de Gibbs

=» Méthode MCMC.

= \ecteur d’origine : (z{o),"' ,Z/(\?))-

»
1. Z](_t+1) ( ‘ a e (t))y
N, D o f(lezY“), 2D,

» On considére que (ZY), S ,z,(\,t)), t > T, suit a peu pres la loi
de probabilité du modele.

1-CONCLUSION
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Résolution

® On cherche la loi a posteriori de z.

®» | ois a priori

» Echantillonneur de Gibbs en 3 étapes = réalisations de

M702’57Z'
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Lois a priort

» 52 ~ 7IG(a,b),
= (py, k) ~UO < pp < - <y <256),
= 3~ U([0,3]).



2-MODELISATION ET INFERENCE

Etape 1

» p(zi|zsi,y, B, 1, 0%) o< pyilzi, i, 0%)p(zi 250, B)-

= On a p(zi|zsi, y, B, i, 02) o< Multinomial(1; wj, - -+ , wik)
avec :

»

_ (V2ro) L exp[—3(22H)2 + BU(2s,4)]

S {(Varo) Feel - JE)R + UG )

ot U(zsi,j) = > i Lz = ).
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Etape 2

N
» p(u,0%3,2,y) < [ [Ty pWilzi, 1, 02) ] p(ps, 02).
N
i=1

» 02~ IG(N 4 5, ZEHD ),

by, 0'2 -
g i NN(yja,Tj)]l(Mj—l <pp<pjv1), Vji=1,--- k;
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Etape 3

= p(Blu, 0% z,y) o« p(z|8)p(B).
= Probleme : p(z|(3) inconnue (constante de normalisation).

» Algorithme de Murray.
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Algorithme de Murray

» Metropolis-Hastings avec variable auxiliaire.
» Variables courantes : (3 et z.

= Proposition : ' ~ Q(.|5) et 2/ ~ f(.|3').
®» Proba d'acceptation explicite :

f(z|3))m(B") QA1) (Z'153)
F(218)m(B)Q(BIFF (Z'6")




2-MODELISATION ET INFERENCE

Finalement

®» On laisse passer une période de chauffe
» On obtient

(u®, 620 g0 Oy ¢ —1 ... T,

» On estime toutes les lois a posteriori.
»

Z; = arg max Z ]l(z,.(t) =J).
J=Lek ey T
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Résultats
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Comment choisir k ¢

™ O = (U1ks s Hkoks Ok, Bk) € REKHZ,

®» | oi a priori uniforme.
»

P(K = K) = n(Kly) o mi(y) = / F(y16k) (0 ) .

®» Maximisation de la vraisemblance intégrée :

N
mi(y) = /Z F(zic|Be) [ [ £ (il ik, 1) dOx
Zk i=1
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Comment choisir k ¢

®» \/raisemblance compléte intégrée :

[ f0-zeloe)m(oreo
®» Approximation de Laplace :
ICL(k) = —2log f(y, z;|0%)7(6%) + (k + 2) log n

ou

F(y, Zi |0 (0i) = max F(y, zi |0 (0)
Zi,Uk
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Critere ICL

» On rappelle que

f(y, zkl0k) = f(ylz, Ok )f (zk|Bk)

®» || faut approximer

f(zk|Bk) = exp [/Bk Z 1z, = Z/,k)]/z(ﬁk)

I~i
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Critere ICL

» Ona

avec



3-SELECTION DU NOMBRE DE COMPOSANTES

Critere ICL

Estimation du numérateur : f(S(z)|B«) en deux étapes

= Simulation de z(1) ... Z(T) ~ £(.|5)

®» Estimation a noyau de la densité a partir de
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Critere ICL

Estimation du dénominateur :

N(s) = 1(S(zi) ='s) = k"Pg,—0(S(z) = 5)

Zk

» kN : nombre total de champs

» Pg,—o(.) : probabilité lorsque les pixels sont i.i.d.
uniformément sur {1,--- , k}
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Critere ICL

Estimation de Pg,—o(S(z«x) = s)

= Solution naive : simulation de z(V, ... z(T) ~ f(.|3, = 0)

®» |nefficace pour des valeurs de s trop grandes.



1-MOTIVATIONS 2-MODELISATION ET INFERENCE 3-SELECTION DU NOMBRE DE COMPOSANTES |-CONCLUSION

Critere ICL

6000

5000

4000

3000

2000

1000
L

T T T T
4700 4800 4900 5000 5100 5200



3-SELECTION DU NOMBRE DE COMPOSANTES

Critere ICL

®» On note N, le nombre de couples de pixels voisins.

» On associe a chaque couple i ~ j :

Vij = (zjk — zix) modulo k

S(z) = > _1(vi; =0)

in~j

» Si G, =0, V;JNU({O,'--,k—l}).
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Critere ICL

Connaitre N — 1 arétes non bouclantes, c’est les connaitre
toutes

Simuler S(zx) c'est simuler la valeur de N — 1 arétes non
bouclantes.

Soit Ny le nombre de ces arétes non bouclantes a valeur nulle.
Pour G, =0,
No ~ B(N —1,1/k)

De plus,

Ps,—0(S(zk) = s) = Y _Pg—o(No = /)P, —0(S(z) = s|No = i)
i=0
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Critere ICL

Reste a estimer Pg(S(z«x) = s|No = i).

Pour chaque valeur de Nj :
®» tirage aléatoire des N — 1 arétes non bouclantes,
®» tirage des Ny parmi eux fixés a 0,

® pour chacun des N — 1 — Ny restants, simulation de sa valeur
uniforme sur {1,--- , k — 1},

® calcul de la statistique exhaustive S(z).



3-SELECTION DU NOMBRE DE COMPOSANTES

Critere ICL

= La proba conditionnelle Po(S5(zx)|Ng) estimée uniquement
pour les valeurs de S(zy) obtenues aprés convergence. Pour
k =10, S(zx) € [14947,15245] aprés convergence.

» Estimation de la probabilité par la fréquence empirique sur
I’échantillon simulé.
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Résultats

5 6 7 8 9 10 11

ICL

64174 61620 59874 59699 59580 58401 58515
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4-CONCLUSION

Conclusion

®» [ntroduction de I'aspect spatial dans le modeéle de mélange

®» Algo de Murray : plus précis que pseudo-vraisemblance, plus
rapide que estimation de la constante.

» Choix du nombre de composantes basé sur une estimation du
critéere ICL
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